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在 科学 技术 的 发 展 进程 中 ,理论 研究 和 实验 一 直 都 是 重要 的 手段 和 方法 . 但 是 随 着 研究 的 
深入 以 及 由 于 对 象 本 身 的 复杂 性 ,或 者 实验 费用 的 高 昂 ,很 多 研究 已 经 无 法 通过 理论 来 描述 ， 
或 者 用 实验 方法 来 实现 . 然而 随 着 计算 机 技术 的 高 速 发 展 , 利 用 高 性 能 的 计算 机 作为 工具 ,能 
够 帮助 我 们 研究 许多 以 前 复杂 的 无 法 求解 的 问题 或 者 无 法 描述 的 自然 现象 ,去 模拟 或 者 仿真 
那些 复杂 的 系统 ,得 到 在 实际 当中 所 需要 的 一 些 数据 . 于 是 科学 计算 理所当然 地 成 为 当前 科学 
研究 中 重要 的 手段 . 

现代 科学 技术、 工程 中 的 大 量 数学 模型 都 可 以 用 微分 方程 来 描述 ,很 多 近代 自然 科学 的 
基本 方程 本 身 就 是 微分 方程 . 绝 大 多 数 微分 方程 (特别 是 偏 微 分 方程 ) 定 解 问题 的 解 很 难以 实 
用 的 解析 形式 来 表示 , 在 科学 的 计算 机 化 进程 中 ,科学 与 工程 计算 作为 一 门 工具 性 、 方 法 性 、 边 
缘 交叉 性 的 新 学 科 开 始 了 自己 的 新 发 展 ,微分 方程 数值 解法 也 得 到 了 前 所 未 有 的 发 展 和 应 用 . 
由 于 科学 基本 规律 大 多 是 通过 微分 方程 来 描述 的 ,科学 与 工程 计算 的 主要 任务 就 是 求解 形 形 
色色 的 微分 方程 定 解 问题 . 因此 ,今天 需要 掌握 和 应 用 微分 方程 数值 解法 已 不 再 限于 数学 系 的 
学 生 , 大 量 从 事 力学 ,物理 学 天文学, 电子. 电 机、 地 质 \ 石 油 勘探 的 科技 工作 者 也 需要 大 量 这 
方面 的 知识 , 比如 ,在 核反应 的 过 程 中 ,巨大 的 能 量 在 瞬间 释放 出 来 ,反应 过 程 中 的 各 个 物理 量 
是 无 法 通过 仪器 检测 出 来 的 . 在 物理 理论 中 ,核反应 过 程 的 数学 模型 是 非 线性 的 微分 方程 组 ， 
于 是 可 以 通过 在 计算 机 上 对 核反应 过 程 进 行 数值 模拟 或 仿真 ,可 以 减少 实验 的 次 数 以 及 实验 
的 费用 .还 有 汽车 的 设计 和 飞机 的 设计 ,需要 大 量 的 风 洞 试验 ,也 可 以 在 计算 机 上 进行 模拟 实 
验 ,减少 实验 次 数 .节约 费用 .还 有 无 法 进行 实验 的 情况 ,比如 大 坝 的 设计 、 天 气 预 报 , 等 等 . 

另外 ,由 于 计算 机 的 普及 ,利用 计算 机 进行 工程 与 科学 计算 已 成 为 理工 科学 生 必 备 的 技 
能 .“ 科 学 计算 方法 ”介绍 科学 计算 中 最 常用 和 最 基本 的 数值 方法 , 较 全 面 地 了 解 各 类 数值 计 
算 问 题 的 算法 ,在 满足 教学 大 纲要 求 的 基础 上 又 有 提高 的 空间 . 为 此 ,本 书 力求 在 内 容 上 取材 
适中 ,突出 重点 ,强调 方法 的 构造 与 应 用 ;在 讲解 方式 上 论述 思路 清晰 ,推导 过 程 简捷 , 既 重视 
理论 分 析 , 又 避免 过 多 的 理论 证 明 ; 对 每 种 方法 都 在 计算 机 上 编程 实现 ,并 给 出 真 解 .数值 解 和 
误差 的 曲面 图 ,让 读者 有 更 加 直观 的 感受 . 

本 书 基于 作者 最 近 几 年 在 北京 理工 大 学 的 工科 研究 生 教学 经 验 上 以 及 工科 的 实际 需求 纺 
写 的 ,是 工科 研究 生 的 入 门 教材 ,其 中 第 1 ~ 7 章 由 能 春光 编写 ,第 8 章 由 李 育 安 编写 . 此 书 不 
是 包罗 万 象 的 所 有 数值 方法 的 堆积 ,不 求 面面俱到 ,而 是 注重 基本 思想 . 为 工科 研究 生 在 今后 
科研 工作 中 解决 实际 工程 问题 商定 良好 的 基础 . 

基于 工科 研究 生 所 学 课程 的 特点 ,第 1 章 是 一 些 预备 知识 , 主要 介绍 一 些 基 本 概念 ,以 及 


科 分 生生 计算 访 法 


各 种 社会 现象 和 自然 现象 是 如 何 通过 偏 微分 方程 进行 描述 的 . 另外 还 介绍 偏 微分 方程 与 差分 
的 一 些 基本 概念 以 及 差分 方法 所 需要 的 基本 的 必 备 知识 .第 2 一 5 章 是 求解 不 同类 型 偏 微分 方 
程 的 差分 方法 .第 6 章 、 第 7 章 是 介绍 有 限 元 方法 .第 8 章 ,简单 介绍 如 何 使 用 统计 软件 SPSS 
进行 计算 . 对 于 数值 解 部 分 ,我 们 通过 一 些 典 型 .常用 .有效 的 数值 算法 来 讲述 如 何 构造 各 种 数 
值 算法 以 及 基本 思想 . 给 予 实际 例子 让 读者 了 解 如 何在 计算 机 上 应 用 各 种 数值 算法 求解 偏 微 
分 方程 的 定 解 问题 ,并 编写 程序 实现 各 种 数值 算法 . 根据 工科 研究 生 学 习 的 特点 和 数学 基础 ， 
我 们 对 数值 算法 中 的 一 些 基本 概念 和 基本 理论 (如 算法 的 稳定 性 、 收 敛 性 、 误 差 估计 以 及 部 分 
泛 函 的 知识 ) 尽 可 能 给 出 直观 ,简洁 .通俗 的 描述 ,而 不 是 逻辑 严谨 和 理论 完备 的 阐述 . 尽管 只 
是 对 基本 理论 采取 点 到 即 止 的 原则 ,但 这 些 理论 不 可 完全 忽略 不 讲 , 因 为 这 些 理论 对 使 用 这 些 
数值 算法 具有 指导 性 意义 .统计 计算 部 分 把 统计 最 基本 和 最 有 用 的 部 分 :相关 分 析 、 回 归 分 析 、 
方差 分 析 、 主 成 分 分 析 、 因 子 分 析 、 聚 类 分 析 、 判 别 分 析 、 典 型 相关 分 析 等 常用 统计 方法 的 基本 
原理 介绍 给 读者 ,以 及 在 操作 简便 、 界 面 友 好 、 应 用 普及 的 统计 软件 SPSS 中 的 实例 操作 . 

只 要 学 过 微 积 分 、 线 性 代数 和 概率 统计 ,并 对 数值 分 析 和 数值 代数 有 初步 了 解 的 读者 都 能 
读 懂 本 教材 的 所 有 内 容 . 本 教材 的 讲授 时 间 是 按照 54 学 时 左右 编写 的 . 全 书 共 三 部 分 ,第 一 部 
分 是 第 1 ~ 5 章 , 是 差分 方法 的 内 容 .第 二 部 分 是 第 6 章 和 第 7 章 , 讲 述 有 限 元 方法 .前面 两 部 
分 由 熊 春 光 执笔 . 第 三 部 分 即 第 8 章 , 讲 述 统计 计算 . 此 部 分 由 李 育 安 执笔 , 三 部 分 内 容 上 是 相 
互 独立 的 . 读者 可 以 根据 实际 情况 灵活 地 选择 自己 的 内 容 进行 学 习 . 为 了 提高 学 生 实际 解决 问 
题 的 能 力 ,主要 章节 的 后 面 都 匹配 一 定数 量 的 理论 学 习 的 练习 和 实际 操作 的 上 机 编写 程序 的 
练习 .上 机 编写 程序 的 练习 是 为 了 增强 对 算法 的 感性 认识 . 尽管 如 此 ,我 们 的 习题 设计 还 有 很 
多 不 完善 的 地 方 , 在 今后 需要 改进 . 另外 ,由 于 时 间 关 系 , 此 教材 没有 完全 反映 北京 理工 大 学 课 
堂 的 教学 内 容 , 此 教材 的 内 容 是 我 们 课堂 的 主体 部 分 ,还 有 部 分 内 容 并 没有 选 和 教材 中 ,因为 
我 们 根据 每 年 学 生 的 实际 情况 ,教学 的 部 分 内 容 进行 调整 ,比如 ,更 深层 次 常 微分 方程 的 数值 
解法 (刚性 问题 的 数值 解法 ) .计算 流体 力学 简介 和 计算 电磁 学 简介 ,等 等 . 

鉴于 我 的 学 识 和 编写 水 平 , 虽 经 很 大 努力 ,仍然 有 许多 不 妇 之 处 . 希望 读者 在 使 用 本 教材 
时 能 反馈 你 们 的 宝贵 意见 ,不 胜 感 激 . 感谢 部 分 学 生 写 了 部 分 程序 ,以 及 李 志 荣 调试 了 大 部 分 
程序 . 另外 也 感谢 北京 理工 大 学 出 版 社 的 编辑 为 此 教材 的 出 版 付出 的 辛勤 努力 . 
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第 1 章 偏 微分 方程 的 一 般 概 念 


1.1 _ 偏 微分 方程 的 定义 


在 高 等 数学 中 ,我 们 学 习 了 常 微分 方程 ;在 数值 分 析 中 ,我 们 研究 了 常 微分 方程 的 近似 解 
的 情况 .然而 ,在 很 多 重要 的 物理 、 力 学 、 电 气 和 无 线 电 技术 等 各 类 工程 中 ,涉及 的 基本 方程 均 
是 偏 微分 方程 ,也 即 多 元 函数 的 微分 方程 . 

如 果 未 知 函 数 = = f(z,y) 是 二 元 函数 , 则 在 一 般 情况 下 将 带 有 一 阶 偏 导数 的 微分 方程 


Flz,y,z, ,EE 


攻 ,) =0 


称 为 一 阶 偏 微分 方程 . 如 果 是 
az gzz gz gz 


az 
Fry = ， 


则 称 为 二 阶 偏 微 分 方程 . 类 似 地 ,可 以 定义 mn 阶 偏 微分 方程 . 
此 外 ,还 可 以 给 出 线性 ( 齐 次 或 者 非 齐 次 ) 偏 微分 方程 、 非 线性 ( 齐 次 或 者 非 齐 次 ) 偏 微分 
方程 的 定义 ,在 此 就 不 一 一 说 明了 . 


1.2 ”典型 方程 的 导出 


1. 弦 的 振动 方程 


考虑 一 根 拉 紧 的 柔软 且 有 弹性 的 弦 的 微小 横 振 动 , 弦 上 各 点 的 位 移 与 弦 的 平衡 位 置 垂直 . 
设 弦 长 为 1, 两 端 固定 在 工 轴 的 O 点 和 点 , 求 弦 在 平衡 位 置 附近 做 微小 振动 时 的 表达 式 . 

设 u(z,t) 表示 弦 上 的 点 在 t 时 ,的 位 移 ,T(z，,t) 表示 弦 上 的 点 工 在 :时刻 的 张力 大 小 ， 
弦 的 线 密度 为 p. 由 于 假设 弦 是 柔软 的 ,不 抵抗 弯曲 , 则 其 方向 是 切线 方向 . 

考虑 在 任 一 时 刻 t, 在 工 轴 任 取 一 段 [z,z 十 Azj. 如 图 1. 1 所 示 . 

我 们 来 研究 此 时 相对 应 弦 的 状态 . 由 高 等 数学 的 知识 ,此 段 的 弧 长 为 


ss= /+ 人 2 dx. 
az 


假设 弦 的 振动 很 小 , 即 每 点 的 位 移 u(xz,t) 很 小 , 张 也 很 小 ,于 是 可 以 忽略 高 阶 无 穷 小 项 ， 


科 学 “= 5 


人 /i dz ~ Arz. 
= 9z 


上 式 表 明 ,在 振动 的 过 程 中 , 弧 的 长 度 与 时 间 无 关 , 即 在 振动 过 程 中 弦 的 长 度 看 成 是 不 变 的 ,' 由 
此 可 以 得 到 ,各 点 的 张力 的 大 小 与 时 间 无 关 . 
因为 质点 只 在 垂直 方向 运动 ,在 x 轴 方 向 保持 平衡 ,由 牛顿 第 二 定律 有 : 
T(z + Az)eosas = T(z)cosa， GD 
pAz DE T(z 十 Az)sinas 一 T(z)sinm 十 | Fz)dz, (2) 
其 中 a 和 a 分 别 是 在 点 和 工 十 Az 处 的 切线 与 轴 的 夹 角 ,F(z,t) 是 外 力 的 线 密度 . 


因为 振动 是 微小 的 , 故 张力 方向 与 zx 轴 的 夹 角 很 小 , 即 w < 0. 所 以 
cosal ~ 1，sina ~ tana = 村 人 村 
同 理 有 sinas ~ 只 | erano. 
由 此 可 以 得 到 T(z) = T(z 十 Ax), 即 弦 的 张力 的 大 小 与 质点 的 位 置 无 关 , 即 张力 为 常数 , 记 为 
T. 对 (2) 中 的 积分 利用 积分 中 值 定理 ,得 到 


. 
pAz DE = TE lisanw — 9 wn) + PED)Ar, €€ (zz 十 Az) 
对 上 式 两 边 同时 除 以 Az, 当 Az 一 0 时 ,有 


Fa 
pa = T+F(z,D), 


令 网 = 4a?,f(z,t) = FCz'D, 则 上 式 写 为 
Da + frD). (3) 
于 是 ,方程 (3) 为 所 求 的 弦 振 动 方程 . 
如 果 研 究 的 对 象 是 薄膜 微小 振动 , 则 得 到 二 维 波动 方程 
gu 


a 
+ 2 + f(x). 
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2. 热传导 方程 
在 工程 技术 中 ,经 常 研究 物体 的 散热 状况 和 温度 分 布 . 因为 温度 分 布 不 均 ,热量 会 传播 ,于 
是 产生 热传导 现象 . 


考虑 某 空 间 物 体 G 的 热传导 问题 . 假设 物体 均匀 、 各 向 同性 ,内 部 有 热源 ,并 且 与 周围 介质 
存在 热 交 换 . 设 wx(z,y,z't) 表示 物体 上 的 点 (z,y*z) 在 上 时 刻 的 温度 . 

在 研究 热传导 问题 之 前 , 先 给 出 热传导 Fourier 定律 . 

在 时 间 dt 内 , 流 过 物体 表面 一 小 面积 ds 的 热量 dQ 与 物体 的 温度 沿 曲面 ds 的 法 线 方向 的 


a 
方向 导数 福成 正比 , 即 


i a 
dQ =—h(z,y,2) Fdsdt. 


其 中 k(z,y,z) 是 物体 在 点 (z,y*z) 处 的 热传导 系数 , 取 正 值 .规定 an 所 指 的 那 一 侧 为 曲面 的 正 
侧 . dQ 表示 从 负 侧 流向 正 侧 的 热量 , 即 用 “一 ”来 表示 热流 量 方向 与 温度 梯度 的 正方 向 相反 . 在 
物体 内 部 任 取 一 闭 曲面 厂 , 它 所 包围 的 区 域 记 为 2, 从 所 时 刻 到 ts 时 刻 经 过 曲面 ds 的 热量 为 


@ =—[ kde,ys) dsdt, 
对 上 式 由 Guass 公式 有 
| 和 er,y> Dudsdt Guass 公式 | Ve Ch Va) ddydedi, 
设 物体 内 部 有 热源 ,其 热源 密度 为 F(z,y,z,t) 二 0, 则 在 时 间 [4 ,t;] 内 物体 所 产生 的 热量 为 
Q= 人 Fe,yrpdod 


如 果 F(z,y,z,t) 一 0, 则 表示 热源 吸收 的 热量 . 
从 所 时 刻 到 时刻 ,物体 根据 温度 变化 所 需要 的 热量 


Q = [cpulzsys zh) — ursy,zsh) Jdods — 上 Jice Bdedw, 
其 中 c(z,y,z) 为 物体 的 比 热 ,p(x，y,z) 为 物体 的 密度 ,dv 表示 物体 的 体积 元 . 
根据 热量 守恒 定理 有 
Q +Q =Q,, 
由 (uvo +F)dodt = | sa 
由 于 02,4 ,ts 是 任意 的 ,于 是 对 物体 内 任意 一 点 有 
VRVD+Fzy 2D) = oYE, rEG 


4 


科 学 生生 HH 


如 果 上 为 常数 , 令 a? 二 人,f = 上, 则 有 
pr 


这 是 三 维 热传导 方程 . 
3. 理想 流体 的 力学 问题 


考虑 理想 流体 , 即 没有 粘性 ,每 个 面 上 的 应 力 都 沿 法 线 方向 ,与 面 的 方向 无 关 . 

设 流 体 的 物理 量 ,密度 是 p(x ,zs ,zs't) ,速度 是 u(x ,zx; ,ZT3,1) ,wu 是 zx 沿 空间 三 个 坐标 
轴 方 向 的 分 量 . 假设 这 些 函 数 都 是 连续 可 微 的 ,满足 我 们 讨论 中 所 需要 的 任何 要 求 . 考虑 任意 
时 间 段 [t,t 十 dj, 在 流体 内 任 取 闭 曲面 5, 包围 的 区 域 为 人 . 从 时 间 上 到 上 十 d: 内 ,通过 曲面 S$ 上 
一 小 块 曲面 ds 的 流量 dQ, 为 pendtds,n 表示 曲面 的 外 法 线 方向 ,u, 表示 u 在 n 方向 上 的 分 量 . 


Q = 出 | purds = di [ [pacos Cnszi) + puacos (nszs) + puscos (ns zs)Jds 

Guass AR|™ dr PD + ED + pao, 
SR n 9 azz zs 

在 S 内 从 时 间 上 到 :十 dt 内 ,流体 密度 的 变化 所 需要 的 流量 是 

Q: = 人 (plua—pl)dv= i d|， Bedo. 
假设 流体 内 部 不 产生 质量 ,于 是 由 质量 守恒 定律 有 
Q = 一 Q:. 

即 有 

六 e+ +age 9)) gy 0. 


zz az 
由 于 时 间 段 和 闭 曲 面 的 任意 性 ,于 是 得 到 
a apu) 
Cr dn 


上 式 称 为 流体 的 连续 性 方程 . 
另外 ,理想 流体 处 于 平衡 状态 或 者 运动 状态 时 ,流体 之 间 的 相互 压力 为 法 向 压力 . 设 单位 
面积 上 的 压力 为 p,ds 表示 有 向 曲面 ,方向 为 曲面 的 法 向 n. 对 于 任意 时 刻 1, 曲 面 $S 上 所 受 的 压 
力 为 
一 | = 一 人 Dpeos nz) nds =--| > ndo = 一 | vpndv 


假设 在 整个 2 上 的 外 力 为 | pFdvva 为 流体 加 速度 ,由 牛顿 第 二 运动 定律 有 
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pedo = | pFdo— | vad 


由 体积 元 的 任意 性 可 得 
a—pF+vp=0. 
又 因为 
du au ui 97) au， Th us 

人 二 -a + 儿 下 和 3 + 2 下 ww 
由 此 得 到 

Qu au T 3 

六 型 a fi (i=1,2,3). 
这 就 是 理想 流体 的 运动 方程 组 . 


最 后 考虑 流体 的 能 量 . 为 了 讨论 的 简单 ,假设 流体 与 外 界 无 能 量 交换 . 在 [4,t 十 dt] 时 间 内 
能 量 的 增加 量 等 于 外 力 和 表面 力 做 功 之 和 . 设 流体 单位 质量 的 内 能 是 e. 
根据 能 量 守恒 定律 有 


e+ 去 Lelp ldo— ipcet 让 1) Inado 


=-[” de$ punds + 三 dl LpFududt， 
类 似 地 得 到 
如 [ple+ 直 1 41)] = V+ Cppw) +pPu. 
此 式 称 为 能 量 方程 . 
4. 传输 线 方程 


在 电气 技术 无线 电 技术 以 及 电信 技术 中 ,经 常 要 用 二 阶 偏 微分 方程 . 例如 ,考虑 双 线 传输 的 
电路 ,假设 导线 的 电阻 .导线 间 的 电感 .电导 以 及 电容 都 是 均匀 分 布 的 . 用 RR 表示 单位 电阻 ,表示 
单位 电感 ,G 表 示 单 位 电导 ,C 表 示 单 位 电容 . 设 在 :时 刻 通过 导线 上 点 的 电流 为 1(z,t) ,电压 为 
u(z,) ,其 中 工 和 4 分 别 表示 从 导线 的 起 点 开始 到 某 点 的 距离 以 及 时 间 变 量 . 用 微 元 法 讨论 导线 
上 电压 降 与 电流 之 间 的 关系 . 在 导线 任 取 一 小 段 dz, 则 得 到 此 小 段 的 电阻 Rdz, 电 感 Ldz, 电 导 


Gdz 以 及 电容 Cdz. 则 在 此 微 元 的 终点 = 十 dz 的 电流 和 电压 分 别 为 T(z,D) 十 3Ldz 和 ukz,) 十 
oa 
ed 

根据 Kirchhoff 第 一 定律 ,对 于 等 效 电路 ,流出 电路 上 某 点 的 电流 等 于 流入 此 点 的 如 下 各 
电流 之 和 , 即 为 微 元 终点 的 电流 ICz,D 十 丝 dz\ 导 线 间 的 漏电 流 GLv(z,z) 十 edz]dz 以 及 导 
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线 介质 中 的 平移 电流 C FCuCrst) 十 号 dz]dz 之 和 . 因此 有 


(zt) = I(x) + dz + Gu + drJdz + CR[u(z) + Odeldz (4) 
根据 Kirchhoff 第 二 定律 ,对 微 元 起 点 的 电压 等 于 在 串联 电阻 Rdr 上 的 电压 降 IRdzx、 在 电 
感 Ldz 上 的 电压 降 工 22dz 以 及 在 微 元 终点 的 电压 降 vx(z,) 十 3dz 的 和 , 即 


re A LR (5) 
oat 9r 
化 简 (4) 和 (5) ,并 忽略 二 阶 无 穷 小 量 得 到 
0 = drtGulz, Ddr+ Cdz, 


0= IRdr+L 91qz+ Quaz. 
上 面 两 式 两 端 同时 除 以 dz 得 到 如 下 微分 方程 组 


+o tC = 
a9r 


Ow 
BE 
3 +IR+L2 一 0 
此 方程 组 也 称 为 电报 方程 . 
5. 电磁 学 的 问题 


电磁 场 主要 由 电场 强度 忆 、 磁 场 强度 妃 , 电 感应 强度 万 ,磁感应 强度 总 四 个 量 来 刻画 ,它们 
服从 电动 力学 中 的 两 个 基本 定律 :Biot 一 Savart 定律 和 Faraday 定律 . 描述 它们 的 数学 表达 式 
为 


| 条 到 二 | yediy | Ed = 一 工 1 2a. Buds, (6) 
其 中 * 为 电磁 波 的 速度 ,S 是 以 曲线 ! 为 边界 张 成 的 曲面 . H, 和 EE， 分 别 为 互 和 瑟 在 曲线 ! 上 
对 应 点 的 切线 方向 的 投影 光一 喇 十 25 ,rm 和 B。 分 别 是 和 六 在 曲面 S$ 上 法 线 方向 n 的 投影 ， 


o 是 电导 率 . 
对 (6) 两 式 的 左边 分 别 应 用 Stokes 多 得 到 


2 CE 9B, 
人 ua=- 工 | GE.+ eas, | ozas = 一 | 县， 
因为 封闭 曲线 /的 任意 性 ,得 到 
Ce cerotE = 
at BL 
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又 因为 请 一 是, 证 = p ,ez 分 别 是 介 电 常数 和 导 磁 率 .于 是 


cerotH = 


6. 弹性 体位 移 平衡 方程 
ae 和 
Q+O E+GAu+ fi =0, 
Q+G) E+GAv+fs =0, 
9ay 


Q+O) E+GAw+f = 0. 


其 中 位 移 为 *= (u,v,w) ,u,v,w 是 弹性 体 的 位 移 分 量 ,e = divs 为 体积 应 变 ,f, 为 每 单位 体积 
的 体积 力 分 量 ,4,G 为 常数 . 


7. 人 口 发 展 方程 


某 地 区 的 人 口 发 展 规律 满足 一 阶 线性 偏 微 分 方程 
9 9 
有 + 用 = 一 如， 
其 中 pl(r,z) 是 关于 年 龄 "和 时 间 上 的 人 口 密 度 函数 ,gq(r,t) 是 关于 年 龄 r+ 和 时 间 t 的 人 口 的 死 
亡 率 函数 . 


8. 交通 流 问 题 


考虑 在 笔直 高 速 公 路 上 行驶 车 辆 的 流动 问题 , 它 的 数学 模型 是 


Qu ,9g(w) _ 
{党 7 


u(z,0) = ux). 


其 中 ulz,t) 表示 在 t 时 刻 在 公路 z 处 的 车 辆 分 布 密度 ,gq(z,t) 为 :时 刻 车 辆 通过 xz 处 的 流通 密 
度 , 由 统计 资料 可 知 , 它 依赖 于 车 辆 的 分 布 密度 , 即 9Cz) =— Suu—w) ,其 中 vj,v 分 别 为 交 


通 不 堵塞 和 堵塞 时 的 车 辆 速度 ,w 为 交通 堵塞 时 的 车 辆 分 布 密度 . 

上 面 的 内 容 讨 论 了 许多 种 物理 现象 或 者 自然 界 其 他 现象 的 数学 模型 ,最 后 都 通过 偏 微分 
方程 (组 ) 来 体现 . 但 是 需要 指出 的 是 ,这 些 偏 微分 方程 (组 ) 所 反映 的 物理 过 程 不 只 单一 的 反 
映 一 个 特定 的 物理 过 程 ,例如 ,热传导 方程 还 可 以 用 来 反映 下 面 的 一 些 物 理 过 程 : 

(1) 海底 电缆 的 电压 
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Qu _ au 
MR 
了 


其 中 R 和 C 分 别 是 导线 的 单位 电阻 和 单位 电容 . 
(2) 导线 图 所 围 的 圆柱 体内 的 磁场 强度 满足 


其 中 = 7 全 -,c 是 光速 ,p 是 单位 磁 导 ,o 是 单位 电导 . 
po 


(3) 分 子 在 液体 中 的 扩散 现象 或 者 污染 物 在 湖泊 中 的 扩散 或 者 在 土壤 中 的 渗透 等 等 , 溶 
质 的 浓度 满足 
ac azc 


Er 
其 中 品 是 扩散 系数 . 
弦 振 动 方程 也 可 以 反映 声学 中 空气 的 密度 , 声 压 .速度 都 满足 波动 方程 , 即 
dp su 2 op 
3 Gt 
Ey 2 
tt 
Oru zu gu 


Sa 
a (a Toy ta 


2 


au 
E). 


这 就 是 声学 方程 . 
同样 位 势 方程 也 可 以 用 来 描述 不 可 压缩 流体 无 旋 流动 、 静 电场 的 场 强 、 定 常 磁场 等 物理 
过 程 . 


1.3 ” 定 解 问题 及 其 适 定性 


在 前 面 章节 的 讨论 中 ,由 物理 现象 得 到 数学 模型 ,然后 推导 出 各 种 方程 . 这 些 方程 反 过 来 
也 描述 了 相应 物理 过 程 的 一 般 规律 . 例如 ,热传导 方程 是 热学 定律 的 数学 形式 ,只 要 热传导 服 
从 Fourier 定律 ,温度 函数 就 是 热传导 方程 的 解 . 然而 我 们 所 观察 到 的 物理 现象 是 具体 的 状态 ， 
由 此 所 得 到 的 微分 方程 不 能 唯一 的 确定 一 个 物理 过 程 的 具体 状态 . 例如 ,弹性 体 、 流 体 和 电磁 
现象 都 是 由 波动 方程 进行 描述 的 . 即使 在 同一 个 物理 现象 中 ,不 同 的 问题 又 有 各 自 的 特殊 性 ， 
例如 ,对 同一 根 弦 , 当 我 们 用 不 同 材质 的 东西 去 拨弄 时 ,发 出 的 声音 是 不 同 的 .有 的 声音 极其 刺 
耳 ,而 有 的 却 是 和 谐 悦耳 的 . 这 是 因为 初始 时 刻 振动 的 情况 不 一 样 ,后 面 的 振动 情况 也 不 一 样 . 
因此 ,为 了 唯一 描述 一 个 物理 过 程 ,就 不 能 只 依赖 微分 方程 ,还 需要 一 些 条 件 , 比 如 物体 所 处 初 
始 状 态 或 者 边界 的 状态 . 在 数学 上 ,把 这 些 状态 称 为 定 解 条 件 . 适当 的 定 解 条 件 和 微分 方程 一 
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起 构成 定 解 问题 . 
1. 弦 振 动 的 定 解 条 件 


(1) 初始 条 件 
已 知 在 弦 上 各 点 的 初始 速度 和 位 移 . 即 


u(z,0) 一 p(z)， auCz0) 一 


gx). 
(2) 边界 条 件 
@ 已 知 弦 两 端点 的 位 移 变 化 . 
u(0,t) = g(t), wulL,t) = g2(1), 
当 两 端 固定 时 ， wu(0,t) = u(L,t) = 0. 
@ 已 知 弦 的 端点 所 受 的 垂直 于 弦 线 外 力 的 作用 , 即 
hE(0,D) = gl), kL,t) = gilt), 


当 两 端 不 受 外 力作 用 时 , 则 g(t) = g2(t) = 0. 
@ 已 知 端点 的 位 移 与 所 受 垂直 于 弦 线 外 力 的 作用 , 即 


一 4 张 (0, 十 au(0,0 = gD), 


Ou 二 
—k 人 LD) 十 BC0,0) = gal). 


当 g(t) 二 gz(t) 一 0 时 ,表示 弦 的 端点 固定 在 弹性 支承 上 ,ac 和 8p 是 支承 的 弹性 系数 . 
注 :@ 可 以 类 似 给 出 关于 弦 振 动 半 无 界 问 题 的 方程 . @ 此 方程 不 仅 表示 横向 振动 ,也 可 
以 表示 纵向 振动 ,比如 杆 在 外 力作 用 下 沿 杆 长 方向 做 微小 振动 . 


2. 热传导 问题 的 定 解 条 件 


(1) 初始 条 件 
已 知 在 开始 时 刻 物体 的 温度 的 分 布 情况 , 即 x |,-。= 9(z,y,z),9(z,y,z) 表示 物体 在 
点 M(z,y,z) 的 温度 值 . 
(2) 边界 条 件 
@ 已 知 边 界 上 的 温度 分 布 状况 ， x |r = p(x,y、z)，, 当 jp 是 常数 时 ,表示 物体 表面 是 
恒温 . 


@ 已 知 通过 边界 的 热量 , 即 3 | 一 ACzyyvz,。 


其 中 必 >> 0 表示 有 热量 流入 ,w 二 0 表示 有 热量 流出 ,y = 0 表示 绝热 . 
图 已 知 物体 通过 边界 与 外 界 进行 热 交换 , 即 
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9 
| 十 au = jp(z,y,z)t), 


其 中 必 表 示 外 界 介质 的 温度 ,c 表示 热 交换 系数 . 

称 初 值 问题 为 Cauchy 问题 . 上 述 边界 问题 中 , 第 一 种 情况 称 为 第 一 类 边界 问题 或 者 
Dirichlet 问题 . 第 二 种 情况 称 为 第 二 边界 问题 或 者 Neumann 问题 . 第 三 种 情况 称 为 第 三 边界 
问题 或 者 Rokin 问题 . 如 果 微 分 方程 配 以 初始 条 件 , 则 构成 初 值 问题 . 如 果 配 以 边界 条 件 , 则 称 
为 边界 问题 . 如 果 配 以 初 值 条 件 和 边界 条 件 , 则 称 为 混合 问题 . 

在 数学 上 ,如 果 一 个 定 解 问题 的 解 存在 ,而 且 是 唯一 的 和 稳定 的 , 则 称 此 定 解 问题 是 适 定 
的 . 解 的 存在 性 与 唯一 性 对 于 一 个 确定 的 物理 过 程 来 说 是 必需 的 . 否则 就 不 符合 客观 物理 过 
程 . 在 定 解 问题 中 ,一 些 已 知 量 ,比如 边界 条 件 、. 初 始 条 件 以 及 方程 右 端的 函数 都 是 通过 测量 得 
到 的 ,因此 不 可 避免 地 存在 一 定 的 小 误差 . 解 的 稳定 性 是 指 当 已 知 量 发 生 微小 的 变化 时 ,相应 
定 解 问题 的 解 的 偏差 可 以 控制 在 任意 给 定 的 误差 范围 内 . 

在 数学 上 ,不适 定 的 问题 是 存在 的 ,下 面 是 著名 的 Hadamard 不 适 定 问 题 : 


& |--。 一 0 | -一 0， 
& |=-。 一 0 党 |,-。 王 Tsin nr. 
方程 存在 唯一 解 
ee 二 sin nrshny. 
显然 , 当 n 一 co 时 ,边界 条 件 一 致 的 趋 近 到 0, 然 而 对 于 任何 固定 非 零 的 >, 当 ~ co 时 ,方程 
唯一 的 解 (x,y) 一 二 sin nzshny 无 界 ,因此 解 是 不 稳定 的 ,这 说 明 Laplace 方程 是 不 适 定 的 . 
尽管 适 定性 对 于 定 解 问题 的 求解 ,以 及 对 物理 过 程 的 确定 都 很 重要 ,但 这 并 不 意味 着 非 适 
定性 的 问题 就 没有 用 了 , 随 着 技术 的 发 展 ,不 适 定 问题 也 在 实际 应 用 中 可 以 找到 自己 的 位 置 ， 
比如 ,利用 静电 场 作物 理 探矿 中 就 可 以 用 到 不 适 定 的 场 位 方程 的 初 值 问题 . 
另外 ,很 长 时 间 以 来 ,人 们 认为 对 偏 微 分 方程 ,如 果 不 给 定 解 条 件 , 偏 微分 方程 有 很 多 解 ， 
比如 , 弦 振 动 或 者 薄膜 振动 方程 都 有 通 解 . 然而 ,事实 上 并 非 如 此 . 有 人 证 明了 ,在 方程 中 , 若 所 
有 已 知 的 函数 (系数 函数 和 右 端的 函数 ) 都 是 解析 的 ,上 面 的 猜测 是 正确 . 然而 ,即使 方程 中 所 


有 已 知 函 数 都 是 无 穷 阶 可 导 的 ,也 不 能 保证 方程 的 解 的 存在 . 1957 年 Levy 给 出 这 样 的 例子 , 考 
虑 方程 


Qu Qu,; Ny 
焉 十 下 一 3(z 十 可 起 一 7 


如 果 f(z) 的 无 穷 阶 导数 存在 ,但 不 解析 ,此 方程 的 解 不 存在 ,因为 
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定理 :已 知 f(z) 是 仅仅 依赖 于 上 的 实 连续 函数 ,如 果 存 在 一 个 函数 u(x,y,t) 是 一 阶 可 微 
的 ,并 且 在 原点 的 某 个 邻 域 中 满足 上 面 的 方程 , 则 f(z) 关于 上 在 原点 附近 是 解析 的 . 


1.4 ”二 阶 线性 方程 的 分 类 


一 般 地 ,nn 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 可 表示 为 


a 3 9 
2 as zi sz ) 3 十 bnz re) + = 


Pr Ti9, st 
当 系数 ai ,b,c 是 常数 时 , 称 为 常 系数 线性 偏 微分 方程 ,否则 称 为 变 系数 的 . 当 卫 一 0 时 ,方程 
成 为 齐 次 方程 ,否则 为 非 齐 次 的 . 在 本 书 中 ,一 般 讨论 变量 ”= 2 的 情况 ,此 时 方程 为 


Du 2 zx au az 
an 5 十 20z 37 十 oo yr +h ztb 下 wR (7) 
通过 适当 的 坐标 变换 ,将 方程 (7) 化 简 , 可 以 得 到 如 下 一 阶 常 微分 方程 
an (dy)2 一 2azdzdy 十 az (dz): = 0. (8) 


定义 : 称 一 阶 常 微 分 方程 (8) 为 二 阶 线性 偏 微分 方程 (7) 的 特征 方程 , 称 特征 方程 的 积分 
曲线 为 二 阶 线性 偏 微分 方程 (7) 的 特征 曲线 . 
为 了 求解 特征 方程 的 积分 曲线 ,可 以 化 为 
dy -~ a — Vau 一 anaz anan, 


dz an 


dy _ aa 十 V 呈 一 anaz 


dz all 
从 上 式 可 以 得 到 ,特征 方程 的 解 取决 于 它 的 判别 式 
A = a 一 anaz 
在 点 (zo,y6) ,如 果 A > 0, 则 在 此 点 有 两 条 不 同 的 实 特征 线 , 此 时 称 方程 在 此 点 是 双 曲 型 
方程 ;如 果 4 = 0, 则 在 此 点 有 两 条 相同 的 实 特 征 线 ,此 时 称 方程 在 此 点 是 抛物 型 方程. 如 果 
A 二 0, 则 在 此 点 无 实 特征 线 , 此 时 称 方程 在 此 点 是 椭圆 型 方程 ; 如 果 在 区 域 9 内 恒 有 
4 > 0( 或 者 A 一 0 或 者 A 二 0), 则 称 方程 在 区 域 9 内 为 双 曲 型 方程 (抛物 型 方程 或 者 椭圆 型 方 
程 ). 否则 称 是 混合 型 的 . 
例如 , 弦 振 动 方程 畦 一 a: 3, 则 4 一 ef > 0; 一 维 热传导 方程 28 一 a 2 和 , 则 A 一 0 


az 


二 维 位 势 方程 2 十 2 二 0, 则 A = 一 1 二 0. 
I yy 
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1.5 ”Fourier 变换 和 离散 Fourier 级 数 


积分 变换 方法 是 求解 偏 微 分 方程 的 一 种 重要 方法 . 积分 变换 法 通过 函数 的 积分 变换 ,把 微 
分 运算 变 为 代数 运算 ,可 用 于 减少 方程 中 自 变量 的 个 数 ,直到 化 为 常 微分 方程 或 者 代数 方程 求 
解 . 在 本 书 中 ,采用 Fourier 变换 方法 来 讨论 各 种 类 型 数值 解法 的 算法 稳定 性 问题 . Fourier 变 
换 也 是 工程 技术 上 最 重要 的 数学 工具 之 一 . 在 此 书 中 ,将 应 用 Fourier 积分 的 分 析 方 法 讨论 差 
分 格式 的 稳定 性 . 首先 回顾 Fourier 级 数 . 
设 f(zx) 是 以 2x 为 周期 的 函数 , 形 如 字 十 2， (avcos nz 十 bsin nz) 的 三 角 级 数 , 称 为 
f(zx) 的 Fourier 级 数 ,其 中 
a = Tf rneosmrdr,o = 0,1,2,3,") 
= 工矿 flz)sin nedrs Cn 一 1,2,3，) 


ye 


如 果 f(x) 是 以 了 为 周期 的 函数 ,在 [一 二, 元 ] 上 绝对 可 积 , 那 么 


三 并 写 2nn ,2nn 
f(z)~ 字 + 2 (aucos Fr 十 busin Hz) 


其 中 ww = 和 此 f(D) cos Bzdzs Cn = 0,1,2,3,°) 


= a i 
= | (zysin zdz, Cn = 1,2,3,."") 


称 a, 和 6b, 为 Fourier 系数 . 
Riemann 定理 : 设 函数 %z) 在 [a,b] 上 可 积 和 平方 可 积 , 那 么 下 列 极限 式 成 立 : 


Jim 上 SW) oo08 piidu = 0; Jim, [ydsin re 


定义 : 设 函 数 f(zx) 定义 在 实数 R 上 ,在 任何 有 界 区 间 上 是 分 段 光 滑 的 , 且 在 (一 co ,十 co) 
内 绝对 可 积 . 则 Yw€ (一 co ,十 co), 称 | J(z)e ”dz 是 f(z) 的 Fourier 变换 . 记 为 FCP) 


或 者 Fa). 即 FCP) = 三 f(z)ewdzr. 称 f(x) 二 | A 
变换 . 


Parseval 定理 :如 果 F(w) 是 f(z) 的 Fourier 变换 , 则 | ”f(z)dz = | 证 (wdw 
类 似 地 ， 可 以 定义 离散 有 限 的 Fourier 级 数 . 
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定义 : 取 z, E [as 杂 ,是 节点 , 称 f(z,) 二 了 7 Asin (nnz,) 为 /(z) 在 区 间 [a,6] 上 关于 节 


点 02, 的 有 限 Fourier 级 数 展开 式 ,A, 称 为 Fourier 系数 . 
定理 :对 于 序列 {sin nxz;)=} 和 {sin nxzj)E1 ,i 关 j ,zi,zj 为 [0,1] 上 的 等 距 节点 , 则 有 


1 
3 sin (mrzi)sin (nxz;) 一 0， A sin (mz:)? = 芭 : 


ft bed 
证 明 :由 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公式 


2 sin (nxzi)sin (nxz)) = 3 [cosnx(zi— Zz)]— 3 [cosnr(zi + zx;)] 


1 sin Cm— rz in (n=— BC, +z) 


2 


sin Tx(zi — Zz)) sin 了 工 x(zi 十 zh 


2 2 
sin [G 一 PPx 一 Fr 0)] sb [GFR= x + 


S|= 
J 


sm 于 xz 一 五) sin 到 rz Fo) 


= 十 [一 CD 一 一 D4r]=0 
2 


2 各 sin? (nxzi) = /县 [1 一 cos (2nxzi)] 
+{ 
sin 2(m 一 去)rz， 
一 (m 一 Dh 一 委 [ 一 saz 一 一 1] 
sin (2mnz: 一 xzi) 
$C sinnzs = 


= (m— Dh— 


= mh 1 


SinrTi 


Cm 一 Dh 一 和 [一 1 一 1] =mh =1 


即 结论 成 立 . 
类 似 于 无 穷 的 Fourier 级 数 ,也 有 如 下 结论 : 
定理 :对 于 有 限 Fourier 级 数 , 有 


A,=2hD) fr)sin (nrz) 1<n<m-l, 
ft 


Ta a4 [xb 了. 


1 
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证 明 ;因为 f(z1) 一 3 Asin (nnz) 


ea | 
hD) (zi)sin (nrzi) 一 六 >) [>) Aisin (rzi)Jsin (nnzi) 

各 [= 
wt 


ed 
= > A >) sin Crzi)sin (nnzi) 
各 


| 

= 2) AiLhD) sin Grnz,)sin (Ginz)] 

台 1 
1 


ll 
芷 
> 
中. 
= 
外 
Ey 
到 
5 
个 
于 


ml ml 


we 
2 >) Lf (x) = 2h DL) AsinCnrz) 
| 


手 


1 
= >) Ah 2 sin (nrzi) = 2 A 


1.6 ”复数 矩阵 基本 概念 和 性 质 


设 矩 阵 4 = (cv )mxn ,其 中 ci E C, 则 4 的 共 堪 转 置 是 A 一 (cr)wxw。 
如 果 4 E C"" ,满足 A”A 一 了, 则 称 4 为 酉 矩阵 ;如 果 4 E C”" ,满足 48 = 4, 则 称 4 为 
Hermite 矩阵 . 如果 A E C" ,满足 A”A4 二 44", 则 称 4 为 正规 矩阵 . 
定理 : 若 4E C”™, 则 | 41, = VCA47) ,其 中 P(。) 是 矩阵 的 谱 半径 . 
定理 :对 于 Hermite 矩阵 4 E C"" ,存在 西 和 矩阵 U E Cr 使 
UAU = diagCh ,Xs,°% ,4,) 
其 中 ,X42，… ,4, 是 A 的 特征 值 . 
定理 : 设 和 矩阵 4E C”* ,4 是 正规 阵 的 充 要 条 件 是 存在 本 矩阵 U € C™ 使 
UAU = diagC hz hs) 
其 中 心 , na,…，。 是 A 的 特征 值 . 
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1.7 ”差分 方法 的 基本 概念 


差分 方法 又 称 为 有 限 差分 方法 或 网 格 法 ,是 求 偏 微分 方程 定 解 问题 的 数值 解 中 应 用 最 广 
泛 的 方法 之 一 . 

它 的 基本 思想 是 : 先 对 求解 区 域 作 网 格 剖 分 ,将 自 变 量 的 连续 变化 区 域 用 有 限 离散 点 (网 
格 点 ) 集 代 替 ; 将 问题 中 出 现 的 连续 变量 的 函数 用 定义 在 网 格 点 上 离散 变量 的 函数 代替 ;通过 
用 网 格 点 上 函数 的 差 商 代替 导数 (或 者 用 其 他 方法 来 近似 导数 ) ,将 含 连续 变量 的 偏 微分 方程 
定 解 问题 化 成 只 含有 限 个 未 知 数 的 代数 方程 组 ( 称 为 差分 格式 ). 然后 求解 代数 方程 组 ,得 到 由 
定 解 问题 的 解 在 离散 点 集 上 的 近似 值 组 成 的 离散 解 ; 最 后 利用 插值 方法 ,可 从 离散 解 得 到 定 解 
问题 在 整个 区 域 上 的 近似 解 . 

如 果 差 分 格式 有 解 , 且 当 网 格 无 限 变 小 时 ,其 解 收敛 于 原 微分 方程 定 解 问题 的 解 , 则 差分 
格式 的 解 就 作为 原 问题 的 近似 解 (数值 解 ). 因此 ,用 差分 方法 求 偏 微 分 方程 定 解 问题 一 般 需 要 
解决 以 下 问题 : 

(1) 选取 网 格 . 利用 网 格 线 将 定 解 区域 化 为 离散 化 的 节点 集 ,是 微分 方程 定 解 问题 离散 化 
为 差分 方程 的 基础 . 一 般 来 说 ,由 于 解 的 问题 各 不 相同 ,导致 求解 区 域 的 不 同 , 网 格 划 分 也 不 尽 
相同 . 所 以 要 选取 适当 的 网 格 ; 

(2) 对 微分 方程 及 定 解 条 件 选择 差分 近似 , 列 出 差分 格式 . 不 同 的 离散 化 途径 得 到 不 同 的 
差分 格式 ; 

(3) 求解 差分 格式 ; 

(4) 讨论 差分 格式 的 解 对 于 微分 方程 解 的 收敛 性 及 误差 估计 . 

以 一 维 为 例 进行 说 明 . 首先 对 定 解 区 域 D= {(z,?) | 一 ce 一 z 一 二 co,t 伍 0) 作 网 格 剖 分 ,最 
简单 常用 的 一 种 网 格 是 用 两 族 分 别 平行 于 z 轴 与 : 轴 的 等 距 直 线 z = z= 二 办 ,t= 二 mr;j 二 1， 
2,… ,Mn 二 1,…,NN, 将 DD 分 成 许多 小 矩形 区 域 . 这 些 直 线 称 为 网 格 线 , 其 交点 称 为 网 格 点 ,也 称 
为 节点 必 和 上 分 别称 作 工 方向 和 :上 方向 的 步 长 .这 种 网 格 称 为 矩形 网 格 , 如 图 1. 2 所 示 . 


ht 


EE: 


图 1.2 矩形 网 格 
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将 定 解 区 域 剖 分 成 矩形 网 格 . 节点 的 全 体 记 为 
S={(Cziot) | 工 == 记 , 刀 二 nr,j sn 为 非 负 整 数 .} 
定 解 区 域 9 内 部 的 节点 称 为 内 点 , 记 内 点 集 为 Qu. 边界 卫 与 网 格 线 的 交点 称 为 边界 点 ,边界 点 
全 体 记 为 .与 节点 (zj,t,) 沿 工 方向 或 + 方向 只 差 一 个 步 长 的 点 (zialy 加 ) 和 (zj ,tm ) 称 为 节 
点 (zi yt) 的 相 邻 节点 . 如 果 一 个 内 点 的 四 个 相 邻 节点 均 属于 0 U 了 , 称 为 正则 内 点 ,正则 内 点 
的 全 体 记 为 9" ,至 少 有 一 个 相 邻 节点 不 属于 QU 丁 的 内 点 称 为 非 正 则 内 点 , 非 正则 内 点 的 全 
体 记 为 02 . 如 图 1. 3 所 示 ,“o” 表 示 正 则 内 点 ,“X” 表 示 非 正则 内 点 . 


第 2 章 ”抛物 方程 的 差分 格式 


在 研究 热传导 过 程 .气体 膨胀 过 程 和 电磁 场 的 传播 等 问题 时 , 常 遇 到 抛物 类 型 的 偏 微 分 方 
程 . 在 这 类 问题 的 自 变量 中 ,存在 一 个 时 间 变量 ,通常 描述 的 是 随时 间 变 化 的 物理 过 程 ,也 即 所 


谓 的 不 定常 的 物理 过 程 . 
在 本 章 中 ,我 们 将 从 不 同 的 角度 来 介绍 如 何 构造 偏 微分 方程 适当 的 差分 格式 . 


2.1 ” 常 系数 扩散 方程 的 三 种 古典 差分 格式 


考虑 一 维 非 齐 次 热传导 的 定 解 问题 

会 -号 = Atz'o， 0<zr<lT>t>0, 
ukz0) = g(x), 0<zr<l 
ul0,0)) = gD), uls)) =p), 0<ti<T. 

1. 最 简 显 格式 


方法 1:Taylor 公式 方法 
首先 定义 离散 的 定 解 区 域 0, 上 的 网 格 函数 
U= {ww|0o<jij<M,0<kh<N}, 
其 中 必 二 wuz),0<j<M,0<k<N. 
考虑 微分 方程 (1) 在 节点 (zj ,t) 的 取 值 ,有 
st) —a st) = nd 1EICM-L 1SECN-L 
t ar 


由 Taylor 展开 公式 有 


(sn) = Lu stn) zjs)] 十 二 we (办) 莹 加 入 thi， 


ou 
Ek 


ah’ du 
12 az 


Tm Sh rin. 


= 起 [uz ,在 ) 一 2u(zi 在 ) + uz th) + Sb), 


(1) 


(2) 


(3) 
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将 (2)(3) 代入 到 (1) 中 ,得 到 
[uz tm) — uz sh)] —B[uCzin sh) — Zu rt) + ulzi sh)] 
3 


ah’ du 


= f(zj,4) 十 可 wei 下) i 3 Sh). 


忽略 上 式 右边 的 高 阶 无 穷 小 量 , 得 到 如 下 近似 等 式 


2 [uz, san) — uz st0)] —[u (zn sh) — uj) + usps) fz ot). 


用 “= ”代替 “~” 得 到 差分 格式 


二 [wz sen) — zsh)]—A[uCzin ot) — uj) + usr)] 一 Caota)， 


1<j<M-1,<k<N-1. 
记 r= 丫 ' 称 为 网 格 比 ,将 上 面 的 格式 改写 为 


zf 一 (1 一 2ar) 夫 十 ar(ab 一 由 十 rf， 了 一 12 人 一 1,2，， 
被 忽略 的 无 穷 小 量 , 称 为 局 部 截断 误差 , 记 为 


ah’ a'u 


R' 一 ne 


站 2 (5 与)， 
或 者 记 为 O(r 十 尼 )， 
用 和 矩阵 表示 方程 组 , 记 


UU: = (uy uh )T, Fo= DT， 


则 可 以 表示 为 
U4 = [arC+ (1—2an)TIU* = AU*: +rF*, 
其 中 
1l—2ar ar 0 1 
ar 1 一 2or ar a 
A= . ，C= 
ar 1 一 2ar ar 1 0 
ar 1 一 2or 1 


其 节点 结构 如 图 2. 1 所 示 : 


第 2 章 ”抛物 方程 的 差分 格式 
La 19 


大 1 J“ Hl 


方法 2: 差 商法 

构造 特点 是 用 一 阶 向 前 差 商 近似 在 时 间 方 向 的 微 商 ,用 二 阶 中 心 差 商 近似 在 空间 方向 上 
的 二 阶 微 商 , 得 到 差分 方程 . 

还 是 考虑 微分 方程 在 节点 (zj ,t) 的 取 值 ， 


zs) —a Ez, sn) =01<j<M-1,0<k<N-1. 
定义 如 下 差 商 : 
在 时 间 方向 的 向 前 差 商 


MCZiytH) 一 MKCZiytt) 
4 一生 


在 空间 方向 的 二 阶 中 心 差 商 


MCZiHL 在 ) 一 Qu(Tj yt) u(x st) 
Cz — zx) 


不 妨 假设 在 空间 和 时 间 上 都 是 等 步 长 的 ,于 是 得 到 差分 格式 


二 (Go 一 中 ) 二 站 Gn 一 2 二 丰 D + 有 1<j<M-1,0<k<N-1. 


所 以 最 简 显 格式 也 称 为 向 前 差分 格式 . 
算 例 1: 应 用 最 简 显 差分 格式 计算 如 下 问题 


: 
,0<r<1t>0, 


u(r,0) =e*,0<r<1, 
u(0,t) = e'su(l,t) = et,t > 0. 
方程 的 精确 解 为 u(x,t) 二 e*, 它 的 曲面 图 像 如 图 2. 2 所 示 . 


2| 


| 科 学 和 工程 计 算 方 法 


0 0 
图 2.2 真 解 曲面 图 像 


当 取 时 间 步 长 + 一 吉 5 ,空间 步 长 h= 让 时 ,计算 结果 如 图 2. 3 所 示 . 


最 简 显 格式 近似 解 
时 间 步 长 100， 空 间 步 长 1/5 


图 2.3 近似 解 曲面 图 
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此 时 的 误差 曲面 图 如 图 2.4 所 示 . 


时 间 步 长 100， 空 间 步 长 115 


器 最 简 显 格式 误差 


x10-4 


当 4 二 0.2 时 数值 结果 如 图 2. 5 所 示 . 
1=0.2 时 ， 向 前 差分 格式 数值 结果 


01 02 03 04 05 06 
及 


图 2.5 数值 结果 
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科 过 与 工程 计 各 方法 


2. 最 简 隐 格式 
方法 1:Taylor 公式 法 
在 节点 (zi ,二 ) 处 ,考虑 微分 方程 的 取 值 , 即 
Gu) 0) 一 和 2 = fx SISM- LSECN-1. 
oat qr 
利用 Taylor 公式 ,把 u(zj ,ti1) 在 (zj ,4) 点 展开 ,有 
ET 一 Mai) 一 可 ai) 十 号 台 人 zh) 拓 玉生 和 
空间 上 的 偏 导数 与 最 简 显 格式 相同 ,于 是 得 到 格式 
二 才 一 几 D) = 总 ( 一 下 二 由) 有 放 1<i< MLI<k<N， 
即 帮 一 ar(x 一 2 直 十 对) = ut+rft,l <j<M-1,1<k<N. 
最 简 隐 格式 的 局 部 截断 误差 为 
局 一 吕 onvg) 一 吃 (6 ,4)， 
或 者 记 为 Or 十 尼 ). 
方程 组 的 矩阵 表示 形式 为 
4Ut4 一 由 十 zt， 
其 中 4 = [(1 十 2ar)T 二 7C]， 


Ti er 
LTE = 


一 ar l+2ar 一 ar 


其 节点 结构 图 如 图 2. 6 所 示 


图 2.6 节点 结构 图 
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方法 2: 差 商法 
构造 特点 是 用 一 阶 向 后 差 商 代替 时 间 方 向 的 微 商 ,用 二 阶 中 心 代替 在 空间 上 的 二 阶 微 商 ， 
得 到 差分 方程 . 
定义 向 后 差 商 
U(Zjsti) — u(xj yt) 


在 一 加 1 
用 与 最 简 显 格式 类 似 的 差 商法 得 到 最 简 隐 格式 . 也 称 为 向 后 差分 格式 . 
算 例 2: 考 虑 算 例 1 的 方程 ,用 最 简 隐 格 式 求 近似 解 . 当 取 不 同 的 时 间 步 长 .空间 步 长 时 , 计 
算 近 似 结果 如 图 2.7 ~ 图 2. 11 所 示 . 


国 和 2 
时 间 步 长 1/25， 空 间 步 长 1/5 


图 2.7 近似 解 曲面 图 


最 简 隐 格式 误差 


时 间 步 长 125， 空 间 步 长 115 


1=0.2 时 ， 向 后 差分 格式 数值 结果 


图 2.9 


向 后 差分 格式 的 数值 结果 
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eh 
国 国 时 间 步 长 1100， 空 间 步 长 10 


09 1 


66 ss 
04 ~ ~ BE 4 05 06 bs 
2 03 Dy 


0 “0 0 


图 2.10 近似 解 曲面 图 


最 简 隐 格式 误差 
时 间 步 长 100， 空 间 步 长 110 


01 


图 2.11 误差 曲面 图 
3. Richardson 格式 
从 前 面 的 两 个 格式 的 讨论 可 知 , 它 们 的 局 部 截断 误差 是 OCr 十 及 ), 即 关于 时 间 上 的 误差 
是 一 阶 的 ,空间 的 误差 是 二 阶 的 . 从 差 商 法 的 方法 角度 考虑 ,在 差 商 法 中 ,使 用 向 前 差 商 或 者 向 
后 差 商 近似 时 间 方 向 的 偏 导数 值 , 这 种 近似 方法 的 误差 的 阶 是 一 阶 的 . 所 以 ,差分 格式 的 局 部 


科 学 生生 MD 


截断 误差 也 是 一 阶 . 为 了 提高 局 部 误差 的 精度 ,很 显然 ,如 果 在 时 间 方 向 使 用 一 阶 中 心 差 商 ,就 
可 以 得 到 更 高 阶 的 误差 精度 一 一 二 阶 精度 , 即 OCr 十 h?). 

还 是 在 节点 (zj ,4) 处 考虑 抛物 类 型 问题 ,空间 方向 的 讨论 与 最 简 显 隐 格 式 相同 ,主要 针 
对 时 间 方 向 的 偏 导数 . 利用 Taylor 公式 ,把 xCziytr) 和 wu《zj ,tn) 分 别 在 (zj,t) 点 展开 , 即 


ou 
2 ar 


a a 三 
u(xjrti) = uxth) —r cat) 十 号 (54) 一 于 区 4 (ze < bor hs 


Be st Sb Et, 


a 
uzj vt) = u(xjivti) tr 苇 (zit) 十 GanotD + 如 天 


上 面 两 式 相 减 ,并 利用 连续 函数 的 介 值 定理 ,得 到 


ee 3 
au(z ,nh) Ra 二 1) 一 号 PC) 6 ) st a (4) 


由 (1),(3) 和 (4) 得 到 


Hz) — uxten) 一 an een er 阿 平 蕊 六 声 》 


开 站 
4 和 于 其 oo 一 号 芝 ez ,6)， 
忽略 无 穷 小 量 项 ,得 到 
去 入 一 内 ) = 号 Co 一 2 由 十 站 十 玉 生生 M 一 11< SN 一 1， 
它 的 矩阵 形式 是 


Ut = Un +2r(C—2DU: 十 2 
Richardson 是 一 个 三 层 格式 ,只 有 同时 利用 到 一 1 和 层 的 全 部 数值 解 才 可 能 求 十 1 层 
上 的 数值 解 . 其 节点 结构 图 如 图 2. 12 所 示 . 


A 7 Hl 


图 2.12 节点 结构 图 


醒 一 
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算 例 3: 考 虑 算 例 1 的 方程 .用 Richardson 格式 求 近似 解 . 它 的 数值 结果 和 误差 曲面 如 图 


2.13、 图 2. 14 所 示 . 


图 2.13 


图 2.14 


I 
国 Richardson 格 式 数 值 解 


本 时 间 步 长 1/25， 空 间 步 长 1/S 


近似 解 曲 面 图 


ichardson 格 式 误差 
间 步 长 1125， 空 间 步 长 1/5 


误差 曲面 图 
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2.2 ”稳定 性 、 相 容 性 、 收 敛 性 


本 节 讨 论 差分 格式 的 一 些 理论 问题 ,给 出 差分 格式 的 收敛 性 、 稳 定性 和 相 容 性 的 概念 ,以 
及 它们 之 间 的 关系 . 

假设 差分 格式 已 经 建立 ,自然 会 产生 如 下 问题 :差分 方程 是 否 是 对 原 微分 方程 的 近似 ( 相 
容 性 )? 微 分 方程 的 差分 格式 的 解 是 否 能 作为 原 微分 方程 的 解 的 近似 (收敛 性 )? 以 及 计算 过 程 
中 ,误差 对 解 有 什么 影响 (稳定 性 )? 

为 什么 要 讨论 这 些 问题 呢 ? 因 为 ,一 般 来 说 ,微分 方程 的 右 端 项 f(z,t) 、 初 值 条 件 p(x) 以 
及 边 值 条 件 p(z) 都 是 通过 测量 ,资料 统计 或 者 一 些 理想 化 运算 取得 的 ,是 不 可 避免 带 有 误差 
的 . 如 果 差 分 方程 的 解 不 能 连续 地 依赖 右 端 项 /(z,t) 、 初 值 条 件 p(x) 以 及 边 值 条 件 p(2) , 那 
么 在 计算 中 会 出 现下 面 的 现象 :以 带 有 误差 的 量 进行 计算 所 得 到 的 结果 ,与 不 带 误差 的 量 进行 
计算 所 得 到 的 结果 ,它们 之 间 的 差别 很 大 ,从 而 导致 计算 出 来 的 结果 不 能 作为 真 解 的 近似 . 另 
外 ,即使 右 端 项 f(z,t) 、 初 值 条 件 P(z) 以 及 边 值 条 件 p(t) 这 些 量 都 是 准确 无 误 的 ,但 在 计算 
中 也 有 计算 机 本 身 的 伟人 误差 ,也 会 导致 近似 解 与 真 解 之 间 巨 大 的 差别 . 所 以 一 个 不 稳定 的 差 
分 格式 或 者 算法 是 没有 使 用 价值 的 . 差分 格式 的 收敛 性 也 是 如 此 ,如 果 差 分 格式 没有 收敛 性 ， 
当 网 格 充分 小 时 ,差分 格式 的 解 与 微分 方程 的 解 不 能 充分 接近 ,此 时 怎么 能 期 望 所 计算 的 数值 
解 是 真 解 的 良好 近似 ?在 讨论 这 些 问题 之 前 ,首先 要 给 出 概念 一 一 问题 的 适 定性 . 

考虑 方程 


谋生 = ziD，a>ot>ozeER， 
u(z,0) 一 gpCz),zE R. 
或 者 其 他 边界 条 件 . 
如 果 上 面 的 问题 满足 
(1) 对 于 任何 属于 某 个 函数 集合 的 p(z) ,以 w(z) 为 初 值 条 件 , 方 程 的 解 是 存在 而 且 唯 一 的 ; 
(2) 存在 常数 c, 使 得 对 任何 上 之 0, 都 有 
ulzd 1 <eluz,) | = el yz)), 
则 称 此 问题 是 适 定 的 . 


1. 稳定 性 
抛物 型 方程 的 差分 格式 在 实际 计算 中 都 是 按照 时 间 层 逐 层 推进 的 . 以 两 层 格式 为 例 ,在 计 
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算 第 十 1 层 的 值 w'!' 时 ,要 用 到 第 & 层 计算 结果 的 值 xi ,zt ,va 而 这 些 值 的 计算 误 
差 , 必 然 会 传递 到 wii ,然后 误差 逐 层 传递 . 所 以 ,有 必要 分 析 这 种 误差 传递 的 情况 ,也 即 稳定 
性 的 研究 . 以 下 面 的 例子 来 说 明 差分 格式 的 稳定 性 . 
考虑 齐 次 扩散 方程 的 二 层 显 式 格式 
zf 一 过 十 or(o 一 2 丰 十 财 1)， 
设计 算 到 第 一 1 层 ,误差 为 零 , 而 到 第 上 层 时 ,只 在 节点 (zi ,ti) 出 现 误差 ,其 余 节 点 没有 误 
差 . 那么 以 后 各 层 的 节点 的 误差 ef 满足 


er! 二 十 ar(ehi 一 2e4 十 1) 
取 ar = 1, 误 差 传播 情况 如 下 表 : 
Ta Ta OD Em ZH 
0 

& 0 0 € 0 
én 0 .sor 0 € =—=¥ € 0 
thn 0 0 TS 0 
tus 0 (Me i 


从 上 面 的 表格 ,很 显然 得 到 , 随 着 时 间 层 的 推进 ,误差 越 来 越 大 ,肯定 会 掩盖 真实 结果 . 表 
明 在 ar = 1 时 , 显 式 格式 是 不 稳定 的 . 


取 ar 一 去 ,误差 传播 情况 如 下 表 ， 


EE a a EN We 国人 
0 
Ge 人 
a 0 Ye 0 ye 0 
tm 0 0 i 0o #0 了 0 
in 0 0 Se 0 Be 0 $e...0 


从 上 表 可 以 看 出 ,误差 越 来 越 小 ,说 明显 式 格式 是 稳定 的 . 
考虑 齐 次 扩散 方程 的 三 层 Richardson 格式 


2 一直 = Zar(uhn — 2 十 性 1)， 


3 
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取 ar 一 去, 节点 的 误差 坟 满足 


还 是 类 似 于 显 格式 的 假设 ,在 节点 (zi ,ts) 出 现 误差 es, 其余 节 点 没有 误差 . 误差 传播 情况 
如 下 表 


Ws Wi Wl Zi 工 HI TH THs 
0 
t 0 0 € 0 
Br OF wis 0 € —2 上 0 
tn 0 0 e —4e Ye 一 4 &€ 0 


ts 0 ... € -6e 17e -2e 17e -te se ... 0,， 
从 上 面 实 例 的 两 种 情况 来 看 ,差分 格式 的 稳定 是 需要 条 件 的 . 
对 于 一 般 线 性 双 层 格式 可 写 为 
BD au = D os, 十 zf 
或 者 写 为 矩阵 形式 
AU4 = BU' + th. (5) 
为 了 给 这 些 模糊 的 语言 (比如 趋 近 于 、 接 近 于 和 误差 控制 ) 赋予 精确 的 数学 含义 . 另外 ,为 
了 给 稳定 性 、 相 容 性 以 及 收敛 性 准确 的 数学 语言 的 描述 ,也 即 它们 的 定义 ,它们 都 需要 一 种 适 
合 的 度量 标准 . 在 数值 分 析 中 ,讨论 各 种 近似 算法 的 误差 ,一 般 是 讨论 每 个 点 的 误差 ,可 以 直接 
把 绝对 值 作为 度量 的 标准 . 在 偏 微 分 方程 中 ,对 每 个 时 间 层 ,我 们 得 到 的 是 一 组 数据 ,为 了 从 整 
体 上 判断 这 些 离散 数据 的 有 效 性 ,需要 引入 新 的 度量 标准 一 一 离散 范 数 . 下 面 给 出 三 种 常用 
的 离散 范 数 的 定义 . 
U* = Gd, ,di), 


欧 氏 范 数 : | U* ‖ = 2 Iw lh 


最 大 范 数 :| 天 上 -= 一 max | 过 1; 
1<jSM 


内 
1 一 范 数 :1 太 人 一 之 | 只 1. 
定义 : 称 差分 格式 (5) 是 按 范 数 ‖ 。|| 关于 初 值 稳定 的 , 如 果 存 在 常数 M > 0,t, > + 之 0， 
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使 得 与 之 相应 的 齐 次 方程 的 解 满足 不 等 式 
I <MIUDI,vo<< Tr. 
定义 : 称 差分 格式 (5) 是 按 范 数 外 。 || 关于 右 端 稳定 的 ,如 果 存 在 r。 > r > 0, 使 得 适合 


Ur = 0 初 值 条 件 的 解 Ur ,满足 不 等 式 
I < MD TFIo< VE<T/r 


其 中 M 是 与 + 无 关 的 常数 . 

定理 :如 果 差 分 方程 (5) 是 按 范 数 外 。 || 关于 初 值 稳定 的 , 则 其 也 是 按 范 数 | 。| 关于 右 
端 稳定 的 . 

注 : 从 上 面 定理 有 ,差分 方程 的 稳定 性 的 讨论 可 以 归结 为 初 值 稳定 ,而 且 是 齐 次 方程 的 初 
值 稳定 . 因此 ,在 以 后 的 章节 中 ,差分 方程 的 稳定 性 都 是 指 相应 的 齐 次 方程 的 初 值 稳定 . 


2. 相 容 性 


定义 :如 果 当 rt 一 0 和 h 一 0,kr 一 t 时 ,微分 方程 的 解 u 充分 光滑 ,差分 格式 的 局 部 截断 误 
差 RI 一 0, 即 有 
RN = LL 一 [ze 了 1 一 0 
则 称 差分 格式 与 微分 方程 相 容 . 其 中 L,[uj; 和 [Lu]' 分 别 表 示 差 分 方程 和 微分 方程 在 节点 
(zist) 的 取 值 . 


3. 收敛 性 
定义 : 设 u(xz,t) 是 微分 方程 的 真 解 ,w 是 相应 差分 方程 的 真 解 . 如 果 当 一 0,h 一 0 时 ， 


ef = uzist))—u 0 

则 称 差分 格式 是 收敛 的 . 即 差分 格式 的 解 在 网 格 步 长 趋 近 于 零 时 ,差分 方程 的 解 逼 近 真 解 . 

注 :差分 格式 的 收敛 性 问题 在 实际 应 用 中 是 很 重要 的 问题 . 一 般 来 说 ,不 收敛 的 差分 格式 
无 实用 价值 ,因此 ,在 编写 程序 实现 计算 之 前 ,最 好 对 收敛 性 的 问题 给 出 明确 的 答复 . 

下 面 的 定理 指出 ,从 格式 的 相 容 性 与 稳定 性 可 以 推出 差分 的 收敛 性 . 

定理 (Lax 等 价 定理 ) :给 定 一 个 适 定 的 线性 初 值 问 题 , 如 果 通 近 它 的 差分 格式 是 与 它 相 容 
的 ,那么 差分 格式 的 收敛 性 是 差分 格式 稳定 性 的 充分 必要 条 件 . 此 外 ,如 果 

R=O(rm+h), t= f(z,t)— f=O0(rm+h), mn>0, 

则 有 IU—u(z,t) | = Or +h"), 


科 学 手工 程 计算 方法 


其 中 u(xz,t) 是 微分 方程 的 真 解 ,U* 是 差分 格式 的 真 解 . 

使 用 这 个 定理 时 必须 注意 以 下 条 件 : 

(1) 问题 是 初 值 问题 ,包括 周期 性 边界 条 件 的 初 边 值 问题 

(2) 初 值 问题 必须 是 适 定 的 ; 

(3) 初 值 问题 是 线性 的 , 非 线性 问题 一 般 没 有 这 样 简洁 的 关系 . 
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Lax 定理 有 十 分 重要 的 实用 意义 . 因为 ,很 显然 ,一 个 差分 格式 的 相 容 性 是 很 容易 验证 的 ， 
而 一 般 差 分 格式 收敛 性 的 证 明 却 是 很 困难 的 . 应 用 Lax 定理 ,将 判断 差分 格式 收敛 性 的 问题 转 
化 为 判断 其 稳定 性 问题 . 事实 上 ,判断 一 个 差分 格式 的 稳定 性 ,有 很 多 方法 和 准则 . 所 以 ,无 论 


从 实际 应 用 还 是 理论 上 ,格式 的 稳定 性 成 了 讨论 的 重点 . 


2.3 ”判别 稳定 性 的 Fourier 分 析 方 法 


因为 网 格 函数 必 和 上 万 只 是 在 网 格 节点 处 有 意义 ,为 了 使 用 Fourier 分 析 方法 ,必须 对 这 些 
网 格 函数 的 定义 域 进行 扩充 ,使 它们 在 全 体 实数 上 都 有 意义 . 具体 作法 就 是 构造 一 系列 分 段 党 


数 函数 , 即 阶梯 函数 . 具体 函数 形式 如 下 : 
1 


Urs) 一 二， 一 霄 hz 之 0 十 要 )h， 
Flza) = 月 ，0 一 二) <r<o 十 去)h. 
下 面 以 两 层 显 式 格式 来 说 明 Fourier 分 析 方 法 . 
uzjstin) = ux) — ar[ulzxj ts) — u(r ts)], 


根据 前 面 的 函数 延 拓 , 则 有 


U(zstn) = Ur) —ar[U(z,) — U(r—h,t)], 


利用 Fourier 逆 变 换 有 


Uziaa = pa) ~ Dw de dw, 
UCz,t) = | Dw de dw, 


U(z—h,t) 一 Dw de dw, 


让 


2 
把 上 面 三 式 代 入 (6) 得 到 


(6) 
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i a 
一 U(w,tm)e™ du = 一 一 U(w,ti)e™ duw 一 ar( 一 一 U(w,ti)e™ dw 
在 上 es 


Tm 
二 | Dw en dw) 


Var 


= Ow Ur ee dw 
= 
VY 一 


由 函数 系 {e” } 的 线性 无 关 性 有 


站 (wa = 站 (ws)[1 一 ord 一 ee)]， 

记 G(r) = 1 一 ar(] 一 em ), 称 为 传播 因子 或 者 增长 因子 . 

下 面 讨论 差分 稳定 的 判别 准则 . 

定理 : 双 层 差分 格式 (5) 稳定 的 充 要 条 件 是 :存在 常数 M > 0, 对 任何 0 二 rt 达 w,t 三 有 

(1) | G(r) 1' < M 或 者 

(2) | G(r) | 和 1 十 cr ,其 中 c 是 与 4h,r 无 关 的 常数 .此 条 件 称 为 Von Neumann 条 件 . 

下 面 用 Fourier 分 析 方 法 应 用 上 述 定理 讨论 显 式 格式 、 隐 式 格 式 和 Richardson 格 式 此 三 种 
古典 格式 的 稳定 性 . 


1. 最 简 显 格式 
加 一 村 一 2 二 本! _ 0 
[2 大 


在 实际 的 计算 中 ,没有 必要 像 前 面 讨论 的 那样 得 到 传播 
人 差分 格式 中 , 即 可 计算 传播 因子 . 
teh — wer — ar (ersth — 2 et + ew) 一 0， 
> — em 一 arveew (et —2+e™)=0 


> 一 过 十 arot(em —2+e™) 


因子 ,实际 上 只 要 令 忆 二 wew* 代 


5 


> 一 过 (1 一 4ar sin’ 2 


得 到 传播 因子 为 CCr) 一 1 一 4ar sin? 启 . 
根据 定理 有 | GC7) | 一 | 1 一 4ar sin 只 |<1, 得 到 ar 之 二 . 即 当 or < 去 时 ,传播 因子 满 


足 Von Neumann 条 件 ,因此 ur 过 到 时 ,最 简 显 格式 稳定 . 


| 科 学 = 开关 
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2. 最 简 隐 格式 
邓 一 内: an 一 下 十 才 ， _ 0 
学 a 


令 芭 = vew* 代入 差分 格式 中 ,并 且 整 理 得 到 
[+2ar)—ar(ew +e™)]= vw', 


1 
1+2ar(l— cos wh) 
1 


很 显然 ,不 等 式 | G(r) | 二 | 了 507d 一 cos wh) | 入 1 人 恒 成 立 .因此 , 隐 格式 的 稳定 性 与 网 
格 比 无 任何 关系 ,此 时 , 称 格式 无 条 件 稳定 或 者 绝对 稳定 . 


传播 因子 G(7) = 


对 于 抛物 型 微分 方程 组 
VwW_ AoU 
a “ ar’ 
其 中 A 是 常 系数 矩阵 ,0 是 向 量 . 
它 的 两 层 格式 的 一 般 形式 可 以 写成 
BAU = >) BV,, (7) 


其 中 4 和 B，, 都 是 矩阵 . 

按照 Fourier 分 析 方 法 , 同 理 可 得 到 类 似 单 个 方程 时 的 式 子 

VH = GODV', 

这 里 的 G(x) 不 是 一 个 元 素 , 是 一 个 矩阵 , 称 为 传播 矩阵 . 

定理 :两 层 差分 格式 方程 组 (7) 稳定 的 充 要 条 件 是 对 任何 0 二 rt 达 ,有 r 壹 T, 存 在 常数 M0， 
使 得 ‖ G(r) 上 入 M. 

定理 :两 层 差分 格式 方程 组 (7) 稳定 的 必要 条 件 是 对 任何 0 二 + 过 ,kr 之 TT， 

p(G(rD)) 二 1 二 cr， 

其 中 c 是 与 4,r 无 关 的 常数 ,p(G(r)) 表示 传播 矩阵 的 谱 半径 . 上 面 的 条 件 也 称 为 Von 
Neumann 条 件 . 

对 于 差分 方程 组 来 说 ,Von Neumann 条 件 只 是 稳定 的 必要 条 件 , 不 是 充 要 条 件 . 但 是 它 仍 
然 是 很 重要 的 ,其 重要 性 在 于 ,在 很 多 的 情况 下 ,这 个 条 件 也 是 稳定 性 的 充分 条 件 . 

定理 : 设 传播 矩阵 G(r) 是 ” 阶 方 矩阵 

(1) 若 G(r) 有 ?个 不 同 的 特征 值 , 则 Von Neumann 条 件 是 差分 格式 组 稳定 的 充 要 条 件 ; 

(2) 车 G(r) 的 特征 值 有 重 根 , 但 它 的 谱 半径 小 于 1, 则 差分 格式 组 稳定 . 

定理 :如 果 差 分 格式 (7) 的 传播 矩阵 G(r) 是 正规 阵 , 那 么 Von Neumann 条 件 是 格式 稳定 
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的 充 要 条 件 . 
定理 :差分 格式 (7) 的 传播 矩阵 为 G(r) ,如 果 存 在 可 逆 和 矩阵 5, 使 得 
SGS*=D,|sl| <a,lsl| <e 
其 中 D 是 对 角 阵 , 则 Von Neumann 条 件 是 差分 方程 组 的 稳定 的 充 要 条 件 . 


3. Richardson 格式 的 稳定 性 


af 二 十 2ar《Whyi 一 2 丰 十 丰 1)， 
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这 是 一 个 三 层 格式 ,不 能 直接 应 用 两 层 格式 的 办 法 来 讨论 其 稳定 性 . 为 了 应 用 两 层 格式 的 结 
论 ,必须 将 三 层 格式 化 为 两 层 格式 方程 组 . 如 何 实施 呢 ?利用 向 量 形式 ,将 相 邻 两 层 合成 一 层 ， 
具体 方法 只 要 再 补充 一 个 方程 就 可 以 转化 为 一 个 方程 组 ,添加 的 方程 式 是 恒等式 ww = 才 , 于 


是 有 下 面 的 方程 组 和 三 层 格式 等 价 . 
A i 
a 
令 Um = (wm ,wt)7, 则 上 述 方程 组 的 和 矩阵 形式 
Zar 0 —4ar 1 2ar 0 
Dy (, 0 jos +( 1 os+ (6 0 )o 
形式 上 它 是 一 个 两 层 格式 方程 组 ,于 是 ,可 用 两 层 格式 方程 组 的 结论 . 
令 UV = View ,并 代入 方程 组 得 到 


2 本 
Vew 一 人 or rew+( bl ') ‘+ (2 ve ew 
0 0 1 0 0 0 
i (Pe to) vem 
T 
于 是 得 到 传播 矩阵 
jh eid 二 i 如 
co=| 4ar 十 2ar(ew +e™) -| Bar sin 1 
+ 0 1 0 
下 面 求 传播 矩阵 的 特征 值 . 特征 方程 为 
习 二 sam sim 器 一 1 一 0. 
求解 方程 得 : 
hs 一 一 4ar sin? 吝 土 (1 十 16a7 sin' 吝 ) 


: 
p(G) = max | X12 | = 4arsinz 识 + (1 + 16a:rsint 吾 ) > 1+ 4arsin’ 学 1 


科 学 “= 5 


由 此 ,对 任何 网 格 比 r,p(G) > 1, 不 满足 Von Neumann 条 件 ,所 以 ,Richardson 格式 是 绝 
对 不 稳定 的 . 


2.4 ” 常 系数 方程 的 其 他 差分 格式 


1. Crank 一 Nicolson 差分 格式 
考虑 齐 次 微分 方程 在 两 个 节点 (zj ,4) 和 (zj tr ) 的 中 点 (zj ,tw ) 的 取 值 , 即 


au Qu 
E72 st)—a 了 (二 st ) 一 0. 


由 Taylor 公式 有 
A 
(sn) ~ 笃 = 叹 ， (8) 


对 3 区 (za vt) 先 在 时 间 方向 上 用 第 k 层 节点 (zw) 的 二 阶 导数 值 2(z,44) 和 第 十 1 层 节 


点 (zjwtnn) 的 二 阶 导数 值守 (z, wwws) 加 权 平均 近似 , 即 


; 
zt) ~ Ca zt) + Cz stm)], (9) 
: : 
然后 分 别 对 (zj ve) 和 Cz tom) 在 空间 方向 上 用 二 阶 中 心 差 商 作 近 似 . 即 
Ou Pe 
证 Tz) 一 直 ( 邮 1 一 2 十 wt1)， 
zu (10) 
元 van) 一 直 ( 虽 utt} — 2utt! 十 xD)， 
由 (8),(9) 和 (10) 得 到 如 下 格式 
A 
和 = 到 :Lu 一 2 十 ww) 十 (utf! 一 2u4r! 十 xi)]， 


此 格式 称 为 Crank 一 Nicolson 差分 格式 . 它 的 节点 结构 图 如 图 2. 15 所 示 : 
| 


k+l 


1 这 Hl 


图 2.15 节点 结构 图 
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下 面 分 析 上 面 格式 的 局 部 截断 误差 . 
利用 Taylor 公式 有 
A 
号 她 (zj ,wy) 十 冶 Ti) 
2 
ws) = 二 [3 (iv 十 2(rivtua)] 一 号 (ziv6)， 
gu h: a 
一 2 十 一 Cer) 十 下 天 人 (2t) ， 
一 2 十 只 一 旦 3 2 Px,, nD 十 条 绊 We 
pent 
au atu 
全 ;= [二 FT 一 8 3 ze a Cp vt) 十 3 C0) tne) he 


因此 Crank 一 Nicolson 差分 格式 的 误差 精度 为 OCh? 十 忒 ). 它 从 家 轴 看 直 玉 注 站 和 精 席 寻 
最 简 显 格式 和 最 简 隐 格式 的 O( 尼 十 r) ,然而 实际 并 非 如 此 . 在 实际 中 ,因为 有 网 格 比 思科 是 


常数 ,说 明 O(r) 和 OCh*) 是 同 阶 的 ,所 以 ,从 本 质 上 来 讲 ,Crank 一 Nicolson 差分 格式 的 误差 精 
度 并 没有 提高 ,还 是 一 阶 的 . 在 后 面 的 讨论 中 ,我们 给 出 一 个 误差 精度 有 实质 性 提高 的 格式 . 
也 可 以 从 另外 一 个 角度 得 出 Crank 一 Nicolson 差分 格式 . 为 了 方便 ,在 此 只 讨论 齐 次 方 
程 . 
假设 函数 x(z,z) 对 时 间 : 是 无 穷 可 导 的 ,由 Taylor 级 数 得 到 


ui(zit 十 r) = u(rst) + ra 于 (z+ 看 zt) + “十 时 zr) + 


a 
[1++r 喝 十 商人 r 训 十 … 十 二 (r 癌 ) + Julzst) (11) 
= exp (r FE)uz,t), 
i 二 
即 “= exp (r 交 ) 才 ， 
运用 (11) 可 以 得 到 exp( 一 让 + 她)w 一 exp ( 沁 r 恕 ) 册 ， 
因为 是 齐 次 方程 ,得 到 
Pa (12) 
五 
对 上 式 利用 (11) ,得 到 


科 学 = 于 HH 
38 | 本 
Ca i Br) + 


Pe EE 
NT 2 "2 2 


1 部、k WE a WS Wa 
exp (Far Fz)W = [1+ aor a+ (sr 3) 十 *… ju， 


对 上 面 两 式 的 右 端 只 取 前 两 项 代入 (12) ,得 到 
1 了 四 
了 


ET 
[Be ar sz Ju [1+ ar 


2 9ar’ 
EO Pe a 
即 帮 w= sr 3) 


分 别 用 二 阶 中 心 差 商 代替 上 式 中 的 二 阶 微 商 ,就 可 以 到 Crank 一 Nicolson 格式 . 
算 例 4: 考 虑 算 题 1 的 方程 ,用 Crank 一 Nicolson 格式 求 近似 解 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 


图 分 别 如 图 2. 16 和 图 2. 18 所 示 ,数值 结果 如 图 2. 17 所 示 . 


Crank-Nicolson 格 式 近似 解 
时 间 步 长 125， 空 间 步 长 110 


图 2.16 近似 解 曲 面 图 
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+ 取 0.2 时 ，Crank-Nicholson 格 式 数 值 结果 


wu02,7x) 


图 2.17 数值 结果 


Crank-Nicolson 格 式 误差 
时 间 步 长 125， 空 间 步 长 110 


03 04 
Wr 


图 2.18 误差 曲面 图 


科 学 二 天 rr 法 


加 
2. 加 权 隐 格式 
将 前 面 的 显 式 格式 写成 : 
$2 
i 
再 利用 古典 隐 式 格式 : 
如 一 引 


Tt 


任 取 参 数 9 € [0,1], 将 上 面 两 式 分 别 乘 以 (1 一 9) 和 0, 然 后 再 相 加 得 到 
车 
= 


此 格式 称 为 加 权 隐 格式 . 它 的 节点 结构 图 如 图 2. 19 所 示 . 


I Ry a 


i 


图 2.19 节点 结构 


利用 Taylor 公式 很 容易 计算 出 局 部 截断 误差 为 
R= (二 -Da 5 人 


和 (zi st) + Ot) + Oh’) + Oh'). 


利用 齐 次 微分 方程 2 一 4 3, 则 有 运 了 =- 4 3 全 ,上面 的 局 部 截断 误差 可 改写 为 
a 


及 = 人 一 0)a2 (Ci yt) 一 12 37 


Cz),4) + Or )+OC(mh’) 十 OGA ) 


(13) 
=a[( 半 一 Dar 一生 ] 2 Tz st) + OG) + OG’) 十 OGA 


12- 3az' 
根据 上 式 ,我 们 要 得 到 更 高 局 部 截断 误差 精度 的 格式 ,只 要 令 上 式 中 的 第 一 项 为 零 即 可 . 
即 要 (去 一 Dor 一 每 = 0 求解 可 得 0 一 于 一 于 是 只 要 取 参 数 0 一 于 一 [总 , 即 得 到 Or 
十 从 ) ,此 时 ,差分 格式 的 精度 有 实质 性 的 改进 . 但 是 ,此 时 对 网 格 比 有 一 定 的 要 求 ,从 参数 的 取 
值 可 得 ar 之 者 . 当 ar 一 于 时 ,0 二 0, 差分 格式 为 最 简 显 格式 . 


对 于 加 权 隐 格式 ,很 显然 , 当 9 = 1 时 ,加 权 隐 格式 是 最 简 隐 格式 ; 当 0 = 0 时 ,是 最 简 显 格 
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式 ; 当 0 一 去 时 ,加 权 隐 格式 就 是 Crank 一 Nicolson 格式 . 


利用 Fourier 分 析 方 法 分 析 加 权 隐 格式 的 稳定 性 . 令 二 ve ,代入 Crank 一 Nicolson 格 
式 , 整 理 得 到 


[1 十 4arb sin’ 雇 ]v = [1— 4ar (1 — 0) sin’ 识 ]v 


则 传播 因子 为 
1— 4ar(1—0) si 记 
CN 
1 十 4arg sin’ 这 
1—4ar(1—0) sin? 只 
令 oN 
1 十 4arg sin 下 
即 “一 1 一 4arg sin 合 < 1 一 4ar(1 一 0) sin? 这 过 1+4arg sin 中， 
对 于 任意 的 wv, 右边 不 等 式 恒 成 立 . 左边 不 等 式 等 价 于 
4ar(1— 20) sim 户 <2， (14) 


只 要 2ar(1 一 20) 之 1, 就 有 G(r) 之 1 成 立 . 
因此 , 当 0<<9<< 译 时 ,稳定 性 条 件 是 ar 过 了 一 到, 当 直 三 9 过 1 时 ,对 于 任何 的 网 格 比 ， 


等 式 (14) 恒 成 立 , 即 为 无 条 件 
稳定 的 . 因此 ,Crank 一 Nicolson 
格式 是 无 条 件 稳定 的 . 3 
算 例 5: 考 虑 算 例 1 的 方程 ， 25 
用 加 权 隐 格 式 求 近似 解 , 计 算 结 
果 如 图 2. 20 ~ 图 2. 22 所 示 . 


| 
时 间 步 长 100， 空 间 步 长 110 


图 2.20 近似 解 曲面 图 


四 科 学 与 工 程 计算 方法 


1 取 0.2 时 ， 加 权 隐 格式 数值 结果 


W0.2,x) 


加 权 隐 格式 误差 
时 间 步 长 1/100， 空 间 步 长 1/10 


图 2.22 误差 曲面 图 
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3. 三 层 显 式 格式 


在 前 面 的 章节 讨论 了 不 稳定 的 三 层 显 格式 Richardson 格式 . 因为 它 的 不 稳定 ,在 实 
际 应 用 中 没有 价值 . 下面 给 出 一 个 对 Richardson 格式 做 一 些 改进 的 三 层 显 格式 . 它 是 1953 年 
由 Du 一 Fort 和 Frankel 提出 来 的 . 具体 格式 如 下 


Lr — wd!) 一 关 [b 一 (二 内 0 二 由 + 及 1<j< ML<t<N1 


它 的 节点 结构 图 如 图 2. 23 所 示 


大 1 ji nl 
图 2.23 节点 结构 图 


利用 Taylor 公式 可 以 得 到 局 部 截断 误差 是 
BR} 一 a (下 ) [EE] 十 O(e 十 忆 ) + OH). 


从 上 面 的 截断 误差 的 表达 式 可 以 看 出 ,只 有 当下 -~ 0, 也 即 z~* 0 的 速度 快 于 h 一 0 时 ,Du Fort 
一 Frankel 格 式 才 相 容 于 微分 方程 弘一 a 3 二 7(z,D ,而 且 此 时 ,差分 格式 的 局 部 截断 误差 为 
Or 十 归 ). 然而 ,当下 -~ C 天 0 时 ,局 部 截断 误差 R! 在 网 格 r ~ 0 和 人 ~ 0 时 却 不 趋 近 于 零 . 


此 时 差分 格式 与 微分 方程 是 不 相 容 的 ,差分 格式 相 容 于 如 下 双 曲 方程 : 绽 —a 十 C = 


fz,t). 
下 面 研究 Du Fort 一 Frankel 格式 的 稳定 性 . 
因为 是 三 层 格 式 , 首 先 必须 化 为 等 价 方程 组 的 二 层 格式 . 方法 完全 相同 于 Richardson 格 
式 的 讨论 方法 . 
二 
办 三 二 


令 区 一 (办 并 ,矩阵 形式 为 


科 学 * = 于 HH 


(om opt (oj 
令 U; = V'ew* ,并 代入 方程 组 得 到 
人 
[2 te™) 1 一 we 
= 1 0 ) OP 
即 有 
(eg ?wm 二 人 四 
1 0 
则 传播 矩阵 为 
1 十 2ar 0\ /2arC(ew +e™) 1 一 2ar 
0 1) ( 1 0 ) 


darcoswuh 1—2ar 
1 十 2ar 1 十 2ar 


1 0 


G(r) = ( 


传播 矩阵 的 特征 方程 为 


求解 得 ,方程 的 特征 根 为 “ 


_ 2arcos wh + VI— a'r siniuh 


2 1 十 2ar 


如 果 方程 有 重 根 , 则 1. 一 2423 at 一 1, 所 以 ,Du Fort 一 Frankel 格 式 是 稳定 的 . 如 果 方 程 天 
重 根 , 利 用 下 面 的 定理 ,可 以 得 到 | hi,* | 过 1. 由 此 可 得 ,Du Fort 一 Frankel 格式 是 稳定 的 . 综合 
上 述 ,Du Fort 一 Frankel 格式 是 绝对 稳定 的 . 
定理 : 实 系数 二 次 方程 入 一 欠 一 < 一 0 的 根 | 4.: | 入 1 的 充 要 条 件 是 10| 委 1 一 < 且 |c| 入 1. 
证 明 :必要 性 , | h | 过 1, | | 入 1, 利 用 韦 达 定理 AX 一 一 cwi 十 ja 一 六) 有 
lc1=1Az 1=1n la 和 1 (15) 
1 一 c 一 16 1 二 1 十 4 一 | 入 十 和 2 1 一 1+hha 士 十 ia) 一 (1 士 N)(G1 士 ia) 之 0， 
上 式 乘 积 中 的 符号 是 取 相 同 的 , 即 同 正 或 者 同 负 ; 因 此 有 151<<1 一 c. 
充分 性 :因为 151 过 1 一 c, 即 1 一 c 一 15 | 宇 0, 又 因为 
1—c—16|= (1 土 h)(G1 士 2)， 
所 以 有 (1 士 h)(1 士 lz) 三 0, 即 有 
(1 一 42)(1 一 X42) 之 0 或 者 (1 十 A) (1 十 44) 之 0. (16) 
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又 因为 
lel=1X2 1=12 la | 入 1， 
由 (15) 和 (16) 可 得 到 | .2 | 入 1. 
下 面 验证 Du Fort 一 Frankel 格式 的 传播 矩阵 的 特征 方程 的 系数 满足 引 理 的 条 件 . 


_ 1 一 2or 
很 显然 “= 于 纤 <<1， 
、 4ar | _4ar - 
1 


因此 满足 引 理 的 条 件 , 则 有 | hi,* | 三 1, 所 以 Du Fort 一 Frankel 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,Du Fort 一 Frankel 格式 是 从 不 稳定 的 Richardson 格式 出 发 ,通过 
修正 得 到 三 层 显 式 格式 ,此 格式 是 无 条 件 稳 定 的 .但 是 , 它 的 相 容 性 是 有 条 件 的 , 它 的 相 容 性 必 
须 满足 我 们 前 面 所 提 到 的 条 件 . 客观 上 ,我们 无 法 构造 出 无 条 件 相 容 和 无 条 件 稳定 的 显 式 差 分 
格式 . 

算 例 6: 考 虑 算 例 1 的 方程 ,用 DFF 格式 计算 近似 解 ,计算 结果 如 图 2. 24 ~ 图 2. 26 所 示 . 


DFF 格 式 近似 解 
空间 步 长 100， 时 间 步 长 10 


54 0.5 


03 
Da 


图 2.24 近似 解 曲面 图 


DuFort-Frankel 格 式 数 值 结果 


数值 结果 


图 2.25 


DFF 格 式 误差 


安 | 


/10 


间 步 长 1100， 时 间 步 长 1 


误差 曲面 图 


图 2. 26 
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4. 三 层 隐 式 格式 


(一直 ) 一 夫 ( 叶 一片 ') 一 外 [ui 一 2 十， 


2r 
1<j<M-1,1<k<N-1, 
或 者 
(3 二 har)wtt — 2ar (ut + wt) = 4ut — wr!, 
它 的 节点 结构 图 如 图 2. 27 所 示 . 


a ~ Hl 
图 2.27 节点 结构 图 


利用 Taylor 公式 ,可 以 得 到 其 局 部 截断 误差 为 Rt = O( 十 hh ). 
类 似 于 Du Fort 一 Frankel 方法 ,利用 Fourier 分 析 方法 ,得 到 传播 矩阵 
4 一 1 


GoD) = |3+8or sin? 训 3+8aorsim 史 


1 0 
传播 矩阵 的 特征 方程 为 
4 1 
*— 4 十 0， 
3 十 8ar sin? 一 3+8urs 爷 
求解 得 ,方程 的 特征 根 为 
2 土 ,/1— 8ar sinz 学 
Wiz = 
和 3 十 8ar sin? 他 


如 果 方程 有 重 根 , 则 4. 一 一 全 一 一半 二 1, 如 果 方程 无 重 根 ,利用 上 面 的 引 


4 ] 


s 科 学 生 工 程 计算 方法 
| 

理 可 以 得 到 | 胃 .: | 过 1. 由 此 可 得 ,三 层 隐 格 式 是 稳定 的 ,综合 上 述 ,三 层 隐 格式 是 绝对 稳定 的 
算 例 7: 考 虑 算 例 1 方程 ,用 三 层 隐 式 格式 计算 近似 解 ,计算 结果 如 图 2. 28、 图 2. 29 和 

图 2. 30. 


02 


图 2.28 近似 解 曲 面 图 


x10+4 


用 


图 2.29 误差 曲面 图 
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1 取 0.2 时 ， 三 层 隐 式 格式 数值 结果 


01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 


x 
图 2.30 数值 结果 


下 面 讨论 另外 一 个 三 层 隐 格 式 . 
记 Bsouf 三 wi 一 2 奢 十 矿 1, 引 入 如 下 格式 


ut + 62ut + Ow!) 一 0， 


此 格式 可 以 理解 为 是 Richardson 格式 的 推广 , 即 用 三 层 的 二 阶 中 心 差 商 的 平均 值 二 (32u 十 


Gzul 十 Eu 个 ') 替代 了 sw. 也 可 以 理解 为 是 两 层 的 Crank 一 Nicolson 格式 向 三 层 的 推广 . 其 局 
部 截断 误差 也 为 Rt = OCr 十 及 ). 节点 图 如 图 2. 31 所 示 . 


Ei 


1 Hl 


图 2.31 节点 结构 图 


科学 开放 
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下 面 讨论 差分 格式 的 稳定 性 . 首先 转化 为 方程 组 的 形式 
| — 2 = Sardius 二 如 秆 了 rp) 夫 ， 


3 
姥 三 足 i 
记 UY 二 (wu! , 届 ), 则 其 矩阵 形式 


1 一 oars 0 


0 1 
令 UY = 二 Vm ew , 代 人 上 式 并 整理 得 到 


Zar8: (1+ Zard:) 
Um = |3 3 vt 


1 0 


1 十 号 or sin 只 | tithe 1 一 or sint 鹿 
0 1 1 
则 传播 矩阵 为 
Bc 1+8ar sin 吝 0 -Bar sm 全 | 
0 1 5 

ES 
= | 于 = Oh 
1 人 a 和 2 


其 特征 方程 为 X* 十 2X 一 1 二 2 二 0. 


l+a l+a 
因为 系数 满足 引 理 的 条 件 ,所 以 |. | 过 1, 且 入 = 一 < 下? 二 ><- 当 特征 方程 有 重 根 
运 
时 ,|4| 二 一 咎 了 -= 一 二 一 1, 因 此 ,此 时 ,格式 也 是 稳定 的 . 综合 上 述 ,三 层 隐 格 式 是 绝 


2 2+V3 
2(1 十 三) 
V3 


对 稳定 的 . 
算 例 8: 以 算 例 1 为 例 , 用 第 二 种 三 层 隐 式 格式 求 近似 解 , 近 似 解 的 曲面 图 和 误差 曲面 图 ， 
如 图 2. 32 一 图 2. 34 所 示 . 
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三 层 隐 式 近似 解 
时 间 步 长 11200， 空 间 步 长 10 


图 2.32 近似 解 曲面 图 


图 层 隐 式 误差 
时 间 步 长 1/200， 步 长 10 


3 04 


02 0 


图 2.33 ”误差 曲面 图 
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1 取 0.2 时 ， 三 层 隐 式 格式 数值 结果 


01 02 03 04 05 06 07 08 5 1 
图 2.34 数 全 结果 
5. 交替 显 隐 格 式 
1) 预测 一 校正 格式 
此 格式 是 分 两 步 计算 的 , 先 在 & 十 去 层 , 用 最 简 显 格式 计算 出 内 :+ 作为 过 渡 值 ,然后 在 人 十 
1 层 上 ,用 最 简 隐 格 式 计算 "具体 格式 如 下 


对 二 一 由 一 2 才 十 由 
a =0, 
2 
只 一 地 下 一 2d + = 0， 
t A 
2 
如 果 把 第 一 式 中 的 十 求解 出 来 , 代 人 第 二 式 后 得 到 Crank 一 Nicolson 格式 , 即 
和 下 ee 
uw - Ww 和 和 Ul 十 Mt ee ML) om 0， 


所 以 它 的 局 部 截断 误差 是 Rt 二 O(z 十 所 ) ,下 面 讨论 格式 的 稳定 性 ,因为 第 一 式 是 最 简 显 格 
式 ,所 以 传播 因子 G(r) = 1 一 2ar sin* 殉 . 第 二 式 是 最 简 隐 格 式 ,所 以 传播 因子 为 G7) 一 


一 一 一 地, 两 式 站 加 后 得 到 预测 一 校正 格式 的 传播 因子 
1 十 2ar sin’ 了 
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1 一 2ar si 亨 


1 + 2ar sinz 学 


传播 因子 等 于 Crank 一 Nicolson 格式 的 传播 因子 ,很 显然 是 绝对 稳定 的 . 
算 例 9: 以 算 例 1 为 例 ,用 预测 校正 格式 计算 近似 解 , 计 算 结 果 如 图 2. 35 和 图 2. 36 所 示 . 


G(r7)= 


步 格 式 近 似 解 
时 间 步 长 100， 空 间 步 长 10 


图 2.35 近似 解 曲面 图 


二 步 格式 误差 
时 间 步 长 100， 空 间 步 长 10 


图 2.36 ”误差 曲面 图 
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昌 科 学 * 二 生 HHD 


2) 跳 点 格式 

首先 将 网 格 点 (zi,t) 分 成 两 组 ,将 上 十 j 为 奇数 的 分 成 一 组 , 称 为 奇数 节点 ;将 & 十 j 为 偶 
数 的 分 成 另外 一 组 , 称 为 偶数 节点 . 从 第 上 层 到 第 k 十 1 的 计算 过 程 中 , 先 在 偶数 节点 用 最 简 显 
格式 计算 ,然后 再 在 奇数 节点 用 最 简 隐 格 式 计算 . 即 


时 一 十 j 十 1 二 偶数 ; 

Rta tl = tt tt 

一 0， 衣 二 训导 Tr 者 款 : 
Tt 


在 实际 计算 中 ,不 采用 上 面 的 格式 ,还 有 比较 简单 的 规则 可 寻 . 假设 第 十 1 层 的 节点 全 部 
计算 出 来 后 ,计算 第 十 2 层 的 节点 值 . 当 & 十 7 十 2 = 偶数 时 , 则 & 十 7 十 1 = 奇数 . 


le 2 中 a 二 0， 上 十 j 十 2 二 偶数; 
和 一 oy 
上 面 两 式 相 减 得 到 
af 一 2uj 站 一直， 上 十 j 十 2 二 偶数 ; (17) 
当 十 j 十 2 二 奇数 时 ,二 二 车 一 a 寻 一 十 0， 
即 wt? — wf — ar Cutt? — wt? + ut?) = 0. (18) 


跳 点 格式 的 计算 过 程 是 :第 十 1 层 的 节点 全 部 计算 出 来 后 ,首先 计算 第 十 2 层 的 偶数 节 
点 的 值 ,用 (17) 计算 ,这 样 第 上 十 2 层 的 偶数 节点 全 部 计算 出 来 ,只 剩 下 第 上 十 2 层 的 奇数 节点 ， 
然后 计算 第 上 十 2 层 的 奇数 节点 值 ,用 (18) 计算 .然而 此 时 wh? ,zx 季 和 xz 好 已 经 全 部 知道 ,这 样 
奇数 节点 的 计算 实际 上 也 是 显 式 格式 计算 .为 什么 会 这 样 呢 ? 因 为 ,只 要 将 十 忆 二 2 和 代 
入 (18) ,得 到 


一 机 一 (十 二) 十 坟 
2r A 


这 是 Du Fort 一 Frankel 格式 . 也 是 在 第 十 2 层 的 偶数 节点 和 十 1 层 的 奇数 节点 的 计算 式 ,所 
以 局 部 截断 误差 是 二 阶 精度 的 ;于 是 , 跳 点 格式 与 Du Fort 一 Frankel 格 式 局 部 截断 误差 是 相同 
的 ,稳定 性 也 相同 . 但 计算 方法 有 很 大 的 改进 . 计算 方便 ,需要 的 内 存 少 . 

算 例 10: 以 例 1 为 例 ,应 用 跳 点 格式 计算 方程 的 近似 解 ,计算 结果 如 图 2.37 和 图 2. 38 
所 示 . 


一 0， 
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跳 点 格式 近似 解 
时 间 步 长 1/200， 


图 2.37 近似 解 曲面 图 


跳 点 格式 误差 
图 时 间 步 长 11200， 空 间 步 长 110 


pe 


0 01 


图 2.38 误差 曲面 图 
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| 科 分 4 二 吾 计 和 方法 


6. 紧 格式 
考虑 一 维 非 齐 次 热传导 的 定 解 问题 
Pa = rz,o， 0<zr<1, T>:>0, 


u(r,0) = (xz), 0<z<l1, 
ul(0,t) = g(t), ul0,t) = p(t), 0<t<T. 


注 坟 二 2 , 则 有 二 二 [如 一 J(z,D]. 定义 网 格 函数 


Ut = u(xist) ,Vt 一 uCziot)， 
利用 Taylor 公式 


尼 du 
12 az: 


h' asu 
360 aze 


h* Au 
360 3zs 


二 V+ 每 [82V? 一 咎 于 (4)] 十 茹 辣 (4) 
和 B77 (Wh) + 360 azs Sn 


G2U? = FECzit) + 


(zit) 十 (€,4) 


姑 dv 


= vz ep 3 


(mh) (Gh) 


i ok h' asu ht 
= TV + 10Vt + Vn) + [a60 3 (Sh) 一 各 如 Fa 


360 az 
其 中 ,mp E [zriyzri]. 
将 上 式 的 上 脚 标 人 改 为 上 十 1. 然后 将 和 上 十 1 的 两 个 等 式 相 加 再 平均 可 得 


ps 
(GU! 十 号 Uf) 一 吉 (V! 


+10VHE + VI) 十 [如 2 ) — 4 nt )]+ 


360 azr 144 32 
TBs 6) +10 (0) + zm 101)), 


由 前 面 的 定义 可 得 


G04 一 下 (BU 十 10809 十 BUS) 一 


es tt#) + 10f (ztn4) + flr.tn4)]— 


证 


本 和 [3 (zt ) 十 10 3 了 (人 )+ em ;J 十 
a 
[360 37° SH) a4 97 Pt)]+ 
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zx 四 ar 元 各 
在 上 式 中 忽略 无 穷 小 量 ,也 即 后 面 八 项 ,得 到 格式 


下 (But 十 108auttt 十 Bu) 一 a83ut 


(zrlyb) 十 10 525r(zivb) 十 (ZilygD)]. 


5 


= 寺 [f (zd) + 10f(zitd) + fz td)], 


被 忽略 的 是 局 部 截断 误差 ， Ee 


R= + Ia 0) +10 8 + 二 
Ta 0 ) + 10 BFCz1108 ) + Pz 08 )]+ 
6) 入 加 omy]; 
差分 格式 的 具体 形式 为 
(下 一 二 op) 册 十 总 二 ar)at 二 (下 一 二 op 
= ( 埠 十 二 ar) 内 十 (时 一 or) 几 十 (下 十 于 ar)uh 十 


直人 +1 Si<m-1,0<h<n-l. 


和 矩阵 形式 
AU™ = BU: +F, 


此 1 
其 中 A 二 2 EE 


| 各 泪 二 入， 
有 3+ta” 
1 号 二 中 
Bo i+2” -~” ta” 
os A 
12 2 6 J 
Tl | 
(zzt+ Zo ut (Ts 2 ) ue fi | 
rf 
F= : 
rf 


Wo 
(E+ 如 7) 幅 


i i ur 二 -Pad 
(Ts Bo um 十 rm 


算 例 11: 用 紧 格 式 计 算 以 算 例 1 为 例 的 近似 解 . 计算 结果 如 图 2. 39 和 图 2. 40 所 示 . 


全 汪 洒 格式 时 间 步 长 1120， 空 间 步 长 1/20 


SS、 
SSSSSsSS 
BON NO 
SSSSSSSSSSSSEE 


0><0 02 
图 2.39 近似 解 曲面 图 
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国 到 天 条 格式 误 关 


0 0 


图 2.40 误差 曲面 图 
2.5 Richardson 外 推 法 


本 节 介 绍 一 种 通过 数学 技巧 来 提高 计算 精度 的 方法 一 一 Richardson 外 推 法 , 它 的 思想 是 
将 一 些 计算 精度 比较 粗糙 的 近似 解 进行 适当 的 组 合 , 在 增加 适当 的 计算 量 的 情况 下 ,使 计算 精 
度 有 本 质 性 的 提高 . 
设 未 知 量 p 的 一 个 近似 解 是 关于 网 格 步 长 h 的 函数 p。(h), 当 hh 一 0 时 ,其 误差 的 阶 是 
OC(h?) ,并且 记 与 polh) 之 间 的 关系 可 以 表示 为 
P= polh)+ah’ + OC'), 
其 中 a 与 4 无关. 


在 上 式 中 用 更 细 的 网 格 步 长 多 代替 现 有 步 长 ,得 到 


Pp = 加 (CA/2) + ah’/4+ OCh/2)). 
从 上 面 两 式 消除 hr 项 得 到 


三 二 和 7 过 ， 
p= p(s)— ph) + OR), 


6| 


| 科 学 年 工程 Hg 


记 户 Ch) 一 地名 ( 公 ) 一 于 名 (1 ,很 显然 ,可 以 将 (4) 作为 的 另外 一 个 近似 量 ,而 且 其 误差 


精度 达到 O(h*). 称 此 方法 是 Richardson 外 推 法 . 
算 例 12: 针 对 Crank 一 Nicolson 格式 的 近似 解 作 外 推 ,如 图 2. 41 和 图 2. 42 所 示 . 


本 外 椎 技术 时 间 步 长 20， 空 间 步 长 1/29| 


图 2.41 近似 解 曲面 图 


外 要 技术 误差 


图 2.42 外 推 技术 误差 曲面 图 
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2.6 ” 变 系数 抛物 型 方程 的 差分 格式 
考虑 变 系数 抛物 方程 的 初 值 问题 


at (19) 


全 # = f(z,t), al(z)> a >0, 
u(x,0) = g(z). 


前 面 章节 所 讨论 的 常 系数 方程 的 差分 格式 基本 都 可 以 推广 到 变 系数 方程 上 ,例如 下 面 讨 
论 的 利用 Taylor 公式 展开 方法 得 到 的 显 格式 等 . 


1. 显 式 格式 
定义 Q, 上 的 网 格 函 数 
={w|I0<ij<M,0<k<N)}, 
其 路 ==u(zjyt),0<j<M,0<kSN. 
考虑 微分 方程 (19) 在 节点 (z,，,t) 的 取 值 ,有 


st) — an Se zh) =f(z tSIj<M-11<A<N-1, (20) 
因为 

机 区 

把 #(z, 4) = uxts) ee) + u(xziisti) + Oh?), 


Wz,s0) = LEusy rt) — uzsh)] + OD), 
t tT 
于 是 带 入 (20) ,并 且 忽 略 高 阶 无 穷 小 量 ,得 到 


by en 
Od tf SI<M-11<AS<N-1. 


这 是 变 系 数 的 最 简 显 格式 . 其 局 部 截断 误差 为 R' = OCr 十 h). 
2. 紧 格 式 
假设 a(zx;,t) 有 充分 的 光滑 性 . 记 Bu? = uCzjnisti) 一 2u(zj sd) 十 uCZTj 71st)， 


2 [全 国 寓 < 
| 落 ] 12 


1 4 十 到 (本 1 + 4 
bo 外 NS a(z,t) 2 十 ‘a ar (az 了 网 OWS 


科 学 = 天 HH 法 


1 EA au 
= au 
= Er "ee ro oe ) 


5 1 : 1 | 二 
i 十 DG ). 
BC? at 和 过 a(zst) 9t jn 12 a(z,t) ts OR 


然后 引入 时 间 的 差 商 得 到 格式 


1 
1 2 
它 的 局 部 截断 误差 是 RI = OCr 十 后 ). 
3. Keller 盒 式 格式 
考虑 初 边 值 问题 
全 = 荡 Ca(z) 94), alz) > 0 >0, 


u(xz,0) = g(xz), 0<zxr<1, 
ul(0,t) = go(x), 1>0,， 
u(l,t) = g(x). 上 > 0. 

将 二 阶 方程 化 为 等 价 的 方程 组 为 


az Ew), (DE {DIO<rS10 SST), 


引入 均值 记号 ,如 zj} 一 去 (z 十 zi#li) ,其 他 情况 类 似 这样 的 记 法 . 考虑 对 上 面 的 一 阶 方程 组 


第 一 个 方程 在 节点 (zj+ ,2a) 取 值 ,第 二 个 方程 在 节点 (z, 3 ,t+) 取 值 ,然后 分 别 使 用 一 阶 中 
心 差 商 ,得 到 


ai 人 

} pd i j=1,2,.",M—1,k=1,2,.,N—1. 
人 太 ? 一 本 _ 二 一 二 

大 = ，? 
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4. 积分 插值 方法 
考虑 变 系 数 抛物 方程 的 初 值 问题 
必 —alz,t) = f(x), al(z)>a>0, 
u(x,0) = g(x), 

引入 变量 w(z,0) 一 a(zy0) 总 , 则 方程 化 为 半 一 2. (21) 

对 方程 (21) 两 边 在 矩形 区 域 e 一 [zi 二 ,zhHt] X [4 ,tri] 进行 积分 ,有 
人 全 [wz 一 wzvtD]dz = | [wzis sd — wz 4 Jde + | rardr， (22) 
因为 


ls wz dz = ys ar,D dr ~ 中 (rs | arpdzr= 强 (roy 1D)hA,, 


其 中 | ”aa(zytdz = Ah. 
利用 矩形 积分 公式 


[weddr ~ wt td)h, 


利用 中 心 差 商 代替 导数 ,于 是 


wzni hh) ~ A EI = ul 0 ， 


1 ulzsti)dz 2 hulzjsthh), 
sf 


wen da ran 十 一 Our 
把 上 述 三 式 代 人 (22) 得 到 格式 如 下 


ux) = A 站 [0 8- CAB uC )) + (1—0) 8 (CAB uz sh))]. 


其 中 8+ ,8- 分 别 表示 向 前 、 向 后 差分 . 此 格式 类 似 于 常 系数 方程 的 加 权 隐 格式 . 
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2.7 ” 初 边 值 问 题 的 边界 离散 


1. 第 一 初 边 值 问 题 

考虑 下 面 的 问题 

5 一 0，0<z<1 ti>0， 
z 


u(r,0) = f(z), 0<zr<1, 

u(0,t) = g(t), t>0, 

u(l,t) = y(t), t>0, 
初 值 的 离散 尺 =f;，0<j<M,， 


大 二 gpg(4),，k 宇 0， 
边 信 的 高 散 人 k 宇 0. 


2. 第 二 类 或 者 第 三 类 初 边 值 问题 

考虑 下 面 的 方程 

会-a 张 =%，o<z<1 :> 
u(z,0) = f(z), 0<z<l 


a 
器 (0,9 = aul0,d) +pu(D), 1>0, 


au se 
到 09 =Bu(l,D)+7(), 1t>0. 
初 值 离散 汉 一 /;，0<j<M. 
给 (0,z) 可 以 用 向 前 差 商 做 近似 ,3&(1,z) 可 以 用 向 后 差 商 做 近似 ,于 是 得 到 边界 的 离散 
格式 ， 


i 
a wt + p(t), 


Pe 
= pu + ya). 


从 前 面 的 讨论 可 知 ,对 于 抛物 方程 的 离散 差分 格式 ,内 部 节点 在 空间 上 的 局 部 截断 误差 精 
度 都 是 二 阶 . 然而 ,上 面 给 出 边界 的 离散 格式 的 局 部 截断 误差 的 精度 却 是 一 阶 的 . 很 显然 ,内 部 
节点 的 精度 与 边界 节点 的 精度 不 匹配 ,于 是 整个 离散 差分 格式 的 精度 是 一 阶 的 . 于 是 ,为 了 使 
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边界 节点 的 精度 也 达到 二 阶 ,可 以 使 用 下 面 的 方法 . 在 网 格 上 添加 两 组 辅助 节点 作为 虚拟 网 
络 , 即 ww 和 wa. 于 是 在 边界 节点 上 的 一 阶 偏 导数 可 以 构造 一 阶 中 心 差分 格式 , 即 
在 一 心 


Dh = out pt), 


(23) 


en 
= put + 7(2). 


由 于 增加 了 两 组 节点 ,未知 数 的 个 数 增 大 . 但 是 由 内 部 节点 所 得 到 的 方程 个 数 加 上 边界 节 
点 所 得 到 的 方程 个 数 之 和 少 于 未 知 数 的 个 数 ,方程 组 是 未 定 方程 组 . 我 们 必须 增加 方程 的 个 
数 ,处 理 方法 是 ,因为 增加 了 两 组 辅助 节点 ,于 是 原来 的 边界 节点 成 了 内 部 节点 ,假设 它们 也 满 
足 微分 方程 ,对 它们 采用 和 原始 内 部 节点 相同 的 处 理 方法 进行 离散 . 比如 ,最 简 显 格式 
一 四 一 
tT h’ 
eh 2h + es py,, 


rt 用 


化 简 为 
at 二 太 十 ar (wt 一 2u$ 十 ww!)， 
= uh + ar (ube — 2uks + uth)» Ey 

联 立 (23) 和 (24) ,消去 好 和 ze 得 到 

ut! = [1— 2ar(l++ah) Jus + 2arut — 2arhps, 
i = [1— 2ar(1—fth) Juk + 2aruke + 2arhy,. 

由 此 得 到 ,边界 节点 的 值 可 以 通过 内 部 节点 的 值 表示 出 来 ,而 且 其 误差 精度 是 二 阶 的 . 和 

内 部 节点 所 得 到 的 方程 一 起 联 立 求解 . 


2.8 ”高 维 抛物 型 方程 


1. 一 般 古 典 格式 
考虑 齐 次 抛物 方程 的 初 边 值 问题 
au /gu , du 
37 ge tt ay 0<zr,y<=1,a>0， 
u(xz,y0) = f(z,y), 1>0, 4 
u(0,y,t) 一 zw(1,yvt) = u(r,0,t) = ul(z,1,t) = 0. 


网 格 的 剖 分 和 一 维 类 似 , 为 了 简单 起 见 ,都 采用 等 步 长 剖 分 ,而 且 在 zx,y 方 向 的 步 长 相同 ， 
即 Az = Ay 二 h. 时 间 步 长 At = r. 得 到 网 格 


6 


| 科学 二 开 i 入 汪 


yi ==0,1,.,M,Mh 一 1 


石 一 大 省 一 0,1，…，M,MN 一 | 
=hkr k=0,00N 


= I 


定义 Q,。 上 的 网 格 函数 
U= {wl0<j<M,0<li<M,0<kSN), 
其 中 /= 二 wzjyyit),0 途 j 寺 M,0<li<M,O0<kEN. 
为 了 书写 方便 ,引入 记号 
一 20 二 
二 维 常 系数 方程 ,类 似 于 一 维 的 相应 情形 ,采用 前 面 的 直接 差 商 法 ,可 以 得 到 相应 的 高 维 
各 种 差分 格式 ,也 可 以 用 Fourier 分 析 方法 得 到 稳定 性 . 比如 


最 简 显 格式 
一 t+) 
其 局 部 截断 误差 是 OCr 十 全 ) ,传播 因 于 是 G47) 二 1 一 4ar sin 玖 和 十 sin 玖 4) ,于 是 得 到 稳 
定 条 件 是 ar 之 十 ,一般 维 方程 的 稳定 条 件 是 ar 之 亏 . 
最 简 隐 格 式 
攻 二 和 i + 和 )， 
其 局 部 截断 误差 是 Or 十 所) ,传播 因子 是 G(r) 一 OO 是 绝对 稳 
1+ 4ar(sin’ + sin’ 区) 
定 的 . 
2. Crank 一 Nicolson 格式 
全 二 人 二 二 [EG 十 忠 ) 十 部 (十 二)]， 
1— 2ar am 2 一 zu si 台 : 
其 局 部 截断 误差 是 O(z 十 中 ) ,传播 因子 是 G(r) 一 二 二 ,也 是 绝对 稳 
1 十 2or sinf +20r sh 入 
定 的 格式 . 
3. 交替 显 隐 格式 


尽管 一 维 的 很 多 格式 可 以 直接 推广 到 高 维 的 情况 ,但 是 ,高 维 问题 还 具有 自己 的 特殊 性 . 例 
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如 ,二 维 显 格式 ,计算 很 简单 ,但 是 和 一 维 相 比 , 它 的 稳定 性 条 件 变 得 苛刻 了 , 即 ar 之 于 要 获得 


稳定 性 ,网 格 的 节点 数 要 增加 4 倍 ,其 计算 量 也 只 增加 4 倍 , 计 算 的 复杂 性 没有 明显 的 增加 . 对 于 
隐 格 式 和 Crank 一 Nicolson 格式 ,最 大 的 优点 是 绝对 稳定 ,不 会 随 着 维 数 的 增加 , 步 长 受到 限制 ， 
也 即时 间 步 长 可 以 放大 ,但 是 它 在 每 一 层 计 算 的 复杂 性 急剧 增加 . 在 一 维 的 时 候 , 只 要 计算 一 个 
三 对 角 的 矩阵 ,用 追赶 法 求解 ,计算 量 是 OGQVM 一 1). 当 问题 是 二 维 的 时 候 , 一 般 要 求解 的 是 一 个 五 
对 角 的 矩阵 , 且 和 矩阵 阶 为 CM 一 1) 的 代数 方程 组 ,此 时 无 法 应 用 追赶 法 求解 . 只 能 采用 和 迭代 或 
Gauss 消 元 法 等 ,其 计算 量 大 大 增加 ,比如 Gauss 消 元 法 的 计算 量 为 O CM 一 1). 即 计算 量 成 指数 
倍 的 增长 . 如 果 说 在 一 维 的 情况 下 , 隐 式 差分 格式 优 于 显 式 格式 ,但 在 高 维 的 情况 ,这 并 不 一 定 成 
立 , 它们 都 各 自 有 各 自 的 优点 ,因此 ,希望 下 面 构造 的 差分 格式 具有 下 面 的 特点 :绝对 稳定 和 计算 
量 小 . 交替 显 隐 格 式 具有 这 样 的 优点 . 构造 的 思想 是 在 每 一 个 时 间 层 上 的 计算 分 成 几 步 进行 ,而 
每 一 步 具 有 一 维 格式 计算 简单 的 优点 ,也 即 只 需要 少量 的 计算 量 . 
1)Peaceman 一 Rachford 格式 


Peaceman 一 Rachford 的 主要 思想 是 降低 维 数 . 将 高 维 的 差分 格式 分 解 为 几 个 低 维 的 差分 
格式 ,具体 做 法 是 2 在 第 4 十 二 层 取 值 ,2 在 第 4 层 取 值 ,为 了 使 格式 保持 对 称 ,下 一 次 计算 
时 ,和 在 第 层 取 值 ,2 在 第 十 二 层 取 值 , 妈 

x ay 2 


1 
二 一 


和 a 让 (isv 和 十 G2u$)， 
Z 


(26) 


全 一 一 声 (G2u 红 + Gu}!). 


从 上 面 的 式 子 可 以 看 出 ,对 于 每 个 差分 格式 ,只 需要 求解 一 个 三 对 角 矩 阵 的 方程 组 ,大 大 降低 
了 计算 量 . 它 的 计算 量 只 有 Crank 一 Nicolson 格式 的 二, 与 最 简 显 格式 的 计算 量 相 当 . 另外 它 


的 形式 对 称 ,结构 简单 合理 ,存储 单元 少 . 
再 考虑 稳定 性 . 通过 Fourier 分 析 方法 得 到 传播 因子 为 


(1 一 2ar sin Wh) (1 — 2ar sinz Wh) 
Gn = 一 2 
(1 + 2ar sin? Ba 十 2ar sin’ = 


很 显然 是 绝对 稳定 的 . 
也 可 以 从 下 面 的 途径 得 到 Peaceman 一 Rachford 格式 ,首先 将 Crank 一 Nicolson 格式 变形 为 


1 一 爷 [ 和 各 十 Be 各] 一 态 十 宛 [88 十 63u]， 


ea 学 搏 工 程 计算 方法 
68 


因为 rs Cu 一 碱 ) 一 es [rou + Or)], 
将 上 式 的 左边 加 上 全 3 外 ,有 边 加 上 各 85[ 埃 十 6 和 十 OCr)], 得 到 
A 
二 焉 十 学 [B8 十 吕 史 J 本 5[ 雹 十 Bu 十 OGD] 
忽略 高 阶 无 穷 小 量 , 并 因 式 分 解 得 到 
(1 一 学 吕 )(1 一 全 吕 )z 一 十 邹 总 )Q1 十 多 3) 起 . (27) 

取 (1 — Zo)ut = (G1 十 鹤 吕 ) 败 ， 
则 (1 一 公 史 ) 败 :一 (1 十 办 晤 ) 风 二， 
联 立 得 到 

Q— gout = 1 十 多 品 ) 碟 ， 

(ee 一 (+ ew. 


它 与 (26) 是 相同 的 . 从 上 面 的 讨论 可 以 得 到 此 格式 局 部 截断 误差 为 OCr 十 hh). 

2) Douglas 格式 

Peaceman 一 Rachford 格式 的 缺点 是 无 法 推广 到 三 维 的 情况 . 因为 它 不 能 像 二 维 格式 那样 
具有 对 称 形式 的 传播 因子 ,无条件 稳定 性 不 成 立 . 下 面 的 格式 可 以 推广 到 三 维 的 情况 . 


在 式 (27) 两 端 同时 减 去 (1 一 祁 强 )(1 一 写 吕 ) 几 ,整理 可 得 
一 针 ) 一 乞 6) (一起) = ar(8: 十 蝇 ) 败 (28) 
则 PR 格式 可 以 认为 是 (28) 式 引 入 中 间 层 变量 x 录 主 得 到 的 结果 , 令 
一 故 一 (1 一 守 史 0) 入 一 故 ) 
则 得 Douglas 格式 
QF) 一 砧 ) 一 ar( 六 十 吕 ) 太 ， 
一 


此 格式 称 为 Douglas 格式 , 它 的 稳定 性 、 局 部 截断 误差 和 Peaceman 一 Rachford 格式 是 相同 的 . 
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三 维 的 Douglas 格式 可 以 从 二 维 Douglas 格式 推广 而 来 ,(28) 在 三 维 时 可 以 改写 为 如 下 形式 
人 一 全 8)(1 一 从 吕 )(1 一 字 生 ) (各 一 赂 ) 一 or( 候 十 各 十 且 ) 败 
然后 再 引入 中 间 层 变量 uh ,其 中 
Wt = wh 十 (1 一 分)Q1 一 邹 总 ) (uh! 一石 ) 
则 Douglas 格式 为 
(一 宛 生 (入 和 一 网 ) 一 or 位 十 各 十 异 ) 鸡 ， 


2/3 4113 一 Or 十 213 
败 和 2 一 者 几 一 区 沪 (人 一 赂 )， 


Pr 
Wy 一 二 8 1 


3) 局 部 一 维 格式 
我 们 将 从 两 个 不 同 的 角度 来 构造 局 部 一 维 格式 


首先 ,将 一 个 二 维 抽 物 方程 38 一 a3 关 十 2) 一 0 在 [wt] 上 可 以 看 成 两 个 一 维 抛物 方 
程 的 近似 矢 加 , 即 


2 有 
如 果 我 们 对 上 述 方程 都 采用 CN 格式 离散 ,我 们 得 到 隐 式 局 部 一 维 格式 


一 aa 十 凤 ) 
RW 2 


wi tt a 
h? >” 2 


实际 计算 不 用 上 面 的 公式 ,而 是 采用 
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一 和 并 ) 坊 主 二 (1 十 安堂) 起 
2 2 
(1 一 守 Du =(] + 多 0) 


第 二 ,我 们 也 可 以 从 PR 格式 出 发 ,在 (27) 中 引入 中 间 层 的 变量 ,将 式 (27) 改写 为 如 
下 形式 


(2 = GE 十 罕 吕 ) 礁 
(1 一 多 0) = (1 十 多 85) 地 业 
也 即 我 们 的 隐 式 局 部 一 维 格式 。 
这 个 格式 的 特点 是 ,每 个 格式 只 涉及 一 个 变量 的 差分 ,每 个 差分 格式 单独 来 看 ,是 不 相 容 
的 ,但 将 两 个 差分 格式 全 加 后 来 看 , 它 是 与 Peaceman 一 Rachford 格式 等 价 的 .由 于 是 两 个 隐 式 
格式 ,只 需要 用 两 次 追赶 法 就 可 以 求解 得 到 ut! .但 它 能 顺利 推广 到 三 维 或 者 更 高 维 的 情况 。 
4) 预测 一 校正 格式 
具体 的 思路 是 :在 中 间 层 进行 局 部 一 维 的 预测 ,在 时 间 层 上 用 最 简 显 式 格式 进行 校正 , 例 
如 ,二 维 抛物 方程 的 预测 一 校正 为 


一 帮 一 ar( 虹 十 吕 )a 
在 十 的 时 间 层 和 亏 时 间 层 的 差分 格式 称 为 预测 格式 ,在 人 十 1 时间 层 用 二 维 抛物 方程 进行 校 


正 , 称 为 校正 格式 .我 们 只 要 消除 中 间 层 ,可 以 得 到 它 与 Douglas 格式 等 价 , 于 是 局 部 截断 误差 
和 稳定 性 以 及 计算 形式 都 与 Douglas 格式 相同 。 
三 维 抛物 方程 的 预测 一 校正 格式 


+ 二 和 
二 
A 和 二 279241 
UT 一 MU = ou 

} 二 ra 
1 一 ut = ud 


2 一 赂 一 or( 肛 十 器 十 呈 ) 夫 入 
前 面 三 个 差分 格式 局 部 一 维 的 隐 式 格式 ,是 预测 格式 ,最 后 的 差分 格式 是 三 维 抛物 方程 的 显 式 
格式 ,是 校正 格式 。 
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习 题 


1. 求 抛物 方程 到 一 a 2 一 0 的 半 显 式 差分 格式 


二 和 一 网) 一 总 C 一 二 十 一 二) 
的 局 部 截断 误差 和 稳定 性 条 件 。 
2. 求 抛物 方程 38 一 a 3 一 0 的 三 层 差分 格式 
QH 有 名 二 光一 由 -二 2 十 员 


的 局 部 截断 误差 ,并 证 明 当 9 = 去 十 1 二- 时 ,局 部 截断 误差 达到 最 高 阶 ,为 OCT 十 刀 )。 


3. 求 抛物 方程 33 一 。 3 一 0 的 三 层 差分 格式 


3 一 大 二 术 一 收 ! 2 
2 2 0 hr 
的 局 部 截断 误差 及 稳定 性 。 


4.， 试 构造 方程 3& = 入 (zx 弛 ) 的 显 式 格式 ,并 研究 它 的 稳定 性 条 件 。 


5. 试 构造 方程 3 一 3 学 十 村 二 给 的 显 式 格式 ,并 研究 它 的 稳定 性 条 件 。 


村 试 构造 二 维 扫 物 方程 38 一 o( 辽 十 和) 二 0 的 Du Fort 一 Frankel 格式 ,并 讨论 它 的 相 


容 性 条 件 和 稳定 性 。 
7. 将 局 部 一 维 格式 推广 到 三 维 情况 ,并 证 明 它 的 绝对 稳定 性 。 


上 机 练习 
用 差分 格式 计算 下 面 的 定 解 问题 
Ou _ gu 
=0, 0<r<1,T>t>0, 
at 9r 2 
1, 精确 解 为 u(z,t) = e'sinxz. 


ul0,t) = u(1,t) 一 0， 
u(x,0) = sinxzx, 0<zxz<1. 


科 过 生 工程 计 算 方 法 


加 
弛 一 弘一 0， 0<zr<1l,1>t>0, 
a ，0<zr<l, 精确 解 为 u(x,t) = er 
u(0D) = euls) =er 0<i<l 
-=0, 0<r<lT>>0, 
u(0,t) = u(l,t) 一 0， 
3 1 
0<z<， 
u(x10) = 
ECL = ds 去 <z<1 


精确 解 w(z,z) 一 D3 ep Qk+ Dimsin (2k+ Drz. 


t= 


要 求 :计算 一 些 节点 的 值 ; 画 出 精确 解 得 曲面 图 ;分 别 取 h = zi 一 1 


所 得 到 数值 解 得 曲面 图 ; 画 出 误差 的 曲面 图 . 


遍 z 100°™ 


200 
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3.1 一 阶 常 系数 双 曲 型 方程 简介 


本 节 主 要 讨论 对 流 方程 . 首先 考虑 常 系数 方程 


+a =0, 0<r<lt>0, 

其 中 a 是 常数 ,不 妨 设 a > 0. 这 就 是 最 简单 的 双 曲 方程 ,一 般 称 为 对 流 方程 . 
它 的 初 值 为 u(xz,0)= f(x), 0<zr<l, 

它 的 边界 条 件 为 u(0D) = g(t), t>0, 


其 中 f(0) = go (0). 

为 了 讨论 方便 , 设 常数 a > 0. 对 流 方程 的 特征 方程 是 常 微 分 方程 dz 一 adt = 0, 求 解 微分 
方程 ,得 到 一 组 解 ,x 一 at 二 &. 很 显然 ,它们 是 一 组 相互 平行 的 直线 (如 图 3. 1 所 示 ) , 称 这 组 直 
线 为 对 流 方程 的 特征 线 . 沿 每 条 特征 线 ,u(z,t) 满足 

du ou ur ua 0. 
dt gt 9r 9at 9t az 、 
因此 , 沿 每 一 条 特征 线 ,对流 方程 的 解 wx(z,t) 是 常数 . 利用 特征 线 , 可 以 求 出 初 边 值 问题 的 解 
析 解 . 以 初 值 问题 为 例 说 明 如 何 得 到 解析 解 . 


设 (zo,to) 是 + 一 t 平 面 上 任意 一 点 ,过 此 点 的 特征 线 为 xz 一 at 一 全 由 此 和 一 zo 一 ato, 于 
是 ,得 到 特征 线 与 空间 坐标 轴 z 轴 的 交点 为 (zo 一 at。,0)( 如 图 3. 1 所 示 ). 根据 前 面 的 讨论 可 
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知 , 在 特征 线 上 , 偏 微 分 方程 的 解 是 常数 , 即 在 此 点 的 值 u(zxo ,to) 等 于 zx(zo 一 ate*0), 也 即 为 所 
给 的 初 值 p(zo 一 ato). 由 于 点 (zo ,to) 的 任意 性 ,方程 的 解 为 (zx,t) 二 p(x 一 at). 类 似 地 ,可 以 
求 出 从 边界 出 发 时 , 偏 微分 方程 的 解析 解 . 如 果 给 出 初始 条 件 和 边界 条 件 ,可 以 得 到 对 流 方程 
的 解析 解 
2 
pO, €<0. 
又 因为 zx 一 at = 人 ,所 以 


人 a<r, 
u(x)t) 一 
pat—zr), a>z. 
当 它 的 边界 条 件 变 为 
u(t) = 1(), > 0, 

时 , 则 对 流 方程 的 解析 解 为 

f(z—a), ‘<, 

u(x1t) = = 0 入 z 扫 / 
lt), <i<T7, 


我 们 为 什么 先 从 对 流 方程 开始 研究 双 曲 型 方程 的 数值 解法 呢 ? 原 因 有 如 下 几 条 :第 一 ,对 
流 方程 非常 简单 ,对 它 的 研究 是 探讨 更 复杂 的 双 曲 型 方程 (组 ) 的 基础 . 其 次 ,尽管 对 流 方程 简 
单 , 但 是 通过 它 可 以 看 到 双 曲 方程 在 数值 计算 中 特有 的 性 质 和 现象 .第 三 ,利用 它 的 特殊 的 、 复 
杂 的 初 值 给 定 , 完 全 可 以 用 来 检验 数值 方法 的 效果 和 功能 . 最 后 , 它 的 差分 格式 可 以 推广 到 变 
系数 双 曲 方程 (组 ) 以 及 非 线性 双 曲 方程 领域 . 比如 

变 系数 对 流 方程 


9 a 
起 十 aeCz) 下 一 0， 0 和 rz 入 0 二 0， 
非 线性 的 Burgers 方程 
子 十 施 二 一 0，zERt0， 


KdV 方程 
Qu , ,au , 3k Au 2 
二 二 天 和 二 人 5 
双 曲 型 方程 与 椭圆 型 方程 的 重要 区 别 是 , 双 曲 方程 具有 特征 线 , 其 解析 解 对 初 边 值 具有 很 
强 的 依赖 性 , 初 边 值 函数 的 各 种 性 质 也 沿 特征 线 传 播 . 因此 ,方程 的 解 一 般 不 具有 很 好 的 光滑 
性 . 下 面 讨论 双 曲 型 方程 的 一 些 常用 格式 . 


， TER,t>0. 
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3.2 ” 几 种 显 式 差 分 格式 


1. 迎风 格式 
沿用 抛物 方程 构造 差分 格式 的 方法 ,按照 差 商 代替 微 商 的 方法 ,我 们 自然 得 到 如 下 三 种 差 
分 格式 ， 


001<j<M0<n<N， 


tw +at 


入 一 到 


T 
前 面 两 种 格式 的 航 断 误差 为 Or 十 ,第 三 种 格式 的 局 部 截断 误差 是 Or 十 尼 ). 下 面 讨论 
这 三 种 格式 的 稳定 性 ,依然 采用 Fourier 分 析 方 法 , 令 小 = zew ,分 别 代入 上 面 三 种 差分 格 
式 , 则 分 别 得 到 它们 的 传播 因子 为 
Gilr) = are™w +(1—ar), 
Gs(r) =—are™ + (1 二 +ar), 
Ga(r) = 1— iarsinwh. 
很 显然 , | Gs(7) | 二 VITarr SN 之 1, 因 此 对 于 任何 网 格 比 ,第 三 种 差分 格式 不 满足 
稳定 的 条 件 ,是 绝对 不 稳定 的 . 


另外 ,从 | Gi(7) |=| 1 一 4ar(1 十 ar) sin? 隐 | 过 1 的 充 要 条 件 为 a*r? 过 ar ,由 此 得 到 第 


一 种 格式 稳定 的 充 要 条 件 是 a > 0, 且 ar 过 1. 同 理 ,第 二 种 格式 稳定 的 充 要 条 件 是 a 二 0, 且 
| ar | 入 1. 由 此 可 以 看 出 ,前 两 种 格式 的 稳定 性 与 系数 的 正 负 号 相关 ,也 即 与 特征 线 的 走向 相 
关 . 于 是 根据 特征 线 的 走向 给 出 差分 格式 如 下 


=0,1<j<M,0<n<N. (1) 


zt 一 (1 一 or) 好 十 aruk 7 ， (a 之 0),( 如 图 3.2 所 示 ) 
at=oralu 
| P | 本 
4 8B CC 也 
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zi 一 (1 十 or) 好 一 arx3， (a 过 0),( 如 图 3.3 所 示 ) 


在 计算 物理 中 ,此 格式 也 称 迎风 格式 . 
下 面 从 特征 线 的 角度 推导 迎风 格式 .以 a 二 0 为 例 , 设 好 oz, 已 知 ,构造 计算 xi 的 


公式 . 如 图 3. 2 所 示 ,过 点 PCzj ,twn) 作 特 征 线 ,由 于 a 二 0, 特 征 线 的 斜率 六 一 寺 , 则 特征 线 


偏 左 , 与 直线 上 = 相交 于 点 B 和 C 之 间 的 Q 点 . 又 因为 Q 点 在 特征 线 上 , 恒 为 常数 , 则 x(P) 
三 u(Q). 考虑 利用 网 格 节点 B 和 C 的 值 进行 插值 ,插值 作为 Q 点 的 近似 值 , 得 到 


x(P) = u(Q ~ (u(B) | CQ |+u(C) | BQ |) (2) 
利用 直角 三 角形 APCQ 以 及 直线 PQ 的 斜率 ,可 以 计算 出 
1 QQ |= ar, | BQ |=h—ar, (3) 
u(P) = Huw(B) 一 好 va(C) 一 要 一 (4) 
于 是 把 (3)(4) 代入 (2) 得 到 
ut = ar + (1 —ar)w. 


此 式 即 是 上 述 的 迎风 格式 .对 于 a 一 0 可 以 类 似 地 得 到 . 
算 例 1: 请 用 迎风 格式 计算 双 曲 方程 的 近似 解 
疙 
zl-。 王 0 0<: 上 <10， 
ul:-o=0 0 一 z 王 5. 
真 解 的 曲面 图 如 图 3. 4 所 示 , 时 间 步 长 + = 0. 1 空间 步 长 h 二 0.2 时 近似 解 的 曲面 图 如 图 3. 5 
所 示 ,误差 曲面 图 如 图 3. 6 所 示 . 


+ 一 2tsinz 十 bzcoszr， 
ar 
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图 3.4 真 解 的 曲面 图 


硬 国 过 风 格式 ， 空 间 步 状 01， 时 间 步 状 02 


图 3.5 近似 解 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr 二 2. 9274。 
当时 间 步 长 rz= 0.05, 空 间 步 长 h 二 0.08 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 为 图 3.7 和 
图 3.8 所 示 。 


图 3.6 误差 曲面 图 


国 国 国 过 风格 式 ， 时 间 步 长 005， 空 间 步 长 0.08 


图 3.7 近似 解 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 1. 2187。 
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国 I 国志 风格 式 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


图 3.8 误差 曲面 图 


2. Lax 格式 


通过 特征 线 得 到 的 迎风 格式 是 利用 节点 插值 作为 近似 值 ,推导 出 迎风 格式 . 沿 着 此 思路 ， 
也 可 以 构造 Lax 差分 格式 . 不 过 ， Ss 也 和 进行 线性 插值 . 


uP) = u(Q) ~ “erue(D) + huB), 
即 wt 一 
令 凤 = 二 view', 代 人 上 式 , 得 


v= [于 (ev ee 


EQ +ar)w ,十 (1 一 or)oa]， 


= (cosuh — iarsinwh )v" , 
得 到 Lax 的 传播 因子 
G(r) = coswh — iarsinwh ， 
于 是 | G(r) |?=1 一 (1 一 ar) sin'wh. 
所 以 当 | or |<1 时 , | G(r) |< 1,Lax 格 式 稳定 . 否则 , | G(r) | 三 1, 此 格式 不 稳定 . 因此 
Lax 格式 稳定 的 条 件 是 | ar | 入 1. 
Lax 格式 也 可 以 改写 为 


ah 一 埋 Ce + 一 才 ( 二 wn)， 


科 学 生 工程 计算 方法 
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把 此 格式 与 (1) 进行 比较 ,实际 上 ,(1) 是 绝对 不 稳定 的 ,为 了 使 其 稳定 ,而 且 不 损失 局 部 截断 
误差 的 精度 ,于 是 用 节点 (j 一 1,n) 与 (j 十 1,n) 的 值 平均 加 权 代替 光 , 即 用 去 十 zt) 代替 


性 .此 格式 的 截断 误差 是 Or 十 尼 十 生 )， 


除了 上 述 构造 差分 格式 的 方法 外 ,我 们 还 可 以 考虑 从 积分 守恒 形式 出 发 构造 差分 格式 . 设 
中 是 (z,z) 平面 的 任 一 有 界 区 域 , 对 对 流 方程 两 边 同时 在 区 域 2 上 积分 , 即 


au | Aau i 
| 全 + 号)dzd: = rardr， 
对 上 式 左 端 运用 Green 公式 
au , au WS I 
J ( 况 + 叶 ydzdr = fudr—udz, 


则 J eu 一 vdz 二 ffazar, 
其 中 卫 = 90 表示 区 域 09 的 边界 . 

取 Q 是 以 节点 AG 一 1,) ,BG 十 1,7) ,CG 十 1 十 ,DG 一 1,n 十 1) 为 顶点 的 矩形 区 
域 (如 图 3.9 所 示 ) ,其 边界 T= ABCDA, 则 


A 
图 3.9 节点 结构 图 


下 udt—udz =—| (udt — udz) 
r HUEUTUm 


=—/s* -fs vdz+| ud: 十 | ude, (5) 
对 上 面 公式 的 右 端 ,分 别 利用 矩形 积分 公式 和 梯形 公式 , 即 


dz = [uA) + ucB)] 2h+ Os), 
[dz =— us)» 2h + Oe), 


[va =u(B) .rz 十 Or) 
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| udt =—u(A) + r+ Or), 
mm 


J rard = frrh + Oh: +r). 
把 上 面 的 式 子 代 人 (5) ,并 且 整 理 得 到 
zs) * 久 一 二 [uCA) 十 BB)] 2h 十 u(BB) 。r 一 wxCA) -= 一 27 中 十 Or 二 局 )， 
两 边 同时 除 以 功 整理 得 
PR 
eR CA tuB)] cB) _ uc) 
于 


一 户 十 O(Gr 十 尼 /r)， 


mi Fe 四 
好 2 Ln + wy-1] i 3 
即 + = f+O(rt+h/n), 


t 2h 
忽略 高 阶 无 穷 小 量 , 有 


1 
zi [wn 十 邓 吕 


wh 
+ 
即 为 Lax 格式 ,被 忽略 的 无 穷 小 量 是 局 部 截断 误差 . 


算 例 2: 请 用 Lax 格式 求 算 例 1 方程 的 近似 解 . 
近似 解 曲面 图 如 图 3. 10 所 示 ， 


国 国 国 Lax-Friedrichs 格式 近似 解 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08| 


图 3.10 近似 解 曲面 图 
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近似 解 与 真 解 的 误差 曲面 图 如 图 3. 11 所 示 . 


Lax-Friedrichs 格式 误差 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


图 3.11 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 1. 8757 
当时 间 步 长 + = 0.01, 空 间 步 长 h = 0.02 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 12 


和 图 3. 13 所 示 。 


3 LAX-Friedrichs 格 式 近似 解 ， 时 间 步 长 0.01， 空 间 步 长 0.02 


0 0 
图 3.12 近似 解 曲面 图 
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-Friedrichs 格式 误差 ， 时 间 步 长 0.01， 空 间 步 长 0.02 


图 3.13 误差 曲面 图 


此 时 最 大 误差 为 MaxErr = 0. 5871 
3. Lax 一 Wendroff 格式 


考虑 齐 次 对 流 微分 方程 ,下 面 我 们 通过 三 种 不 同 的 思路 构造 Lax 一 Wendroff 格式 . 此 格式 
是 二 阶 精度 . 

第 一 种 思路 :利用 微分 方程 和 Taylor 公式 . 

由 Taylor 展开 公式 ,得 到 


一 必 十 r[ 生 ] 十 豆 [3 多 十 Oo)， (6) 
因为 是 齐 次 微分 方程 , 则 
Au 
半 一 a 半 ， (7) 
对 上 式 两 边 同 对 时 间 上 求 导 , 则 


Be 一 (aaa) 一 aau) .000 9 (_ uau) a Fu 


Bn Nor Mg Og a a az2， 
2 2 
即 一 如 5 (8) 


把 (7)(8) 代入 (6) 得 到 


科 学 = 于 HHE 站 
84 


un = ar[ 半 T+ 只 3 +oo)， 
再 由 空间 的 一 阶 中 心 差 商 和 二 阶 中 心 差 商 , 即 
Qu” 1r。_ nn 2 

[ET == 半 [in 一 +0)， 

[7 = 直 Su? 十 OOP)， 
从 (6) 得 到 

w= 一 ar 可 [wn 一 地 4] 十 9 守 站 84) 十 Or?) 二 OC?)， 

忽略 高 阶 无 穷 小 量 ,得 到 


= 一 ar 站 [wn 一直] 十 4 让 sw 


2 下 
这 就 是 Lax 一 Wendroff 格式 , 它 的 局 部 截断 误差 是 OCh? 十 己 ). 
下 面 讨论 Lax 一 Wendroff 格式 的 稳定 性 . 将 格式 改写 为 
zf 一 到 (az 一 or) 十 (1 一 az) 地 十 到 (ai +ar)u, 
利用 Fourier 分 析 方 法 ,得 到 传播 因子 
GD = 1 一 2atm sin? 台 一 iarsinuh， 
因此 
1G0D 1 =1 一 4a70Q 一 er) sin! 吝 . 
很 显然 , 当 | ar | 过 1 时 , | G(r) | 过 1, 即 格式 的 稳定 条 件 是 | or | 过 1. 
这 个 格式 可 以 看 成 如 下 两 步 合 成 的 结果 


人 一 二 Co 十 中) 一 本 cos 一 轨 )， 


wr = or —w), 
其 中 第 一 个 格式 是 Lax 一 Friedrichs 格式 ,第 二 个 格式 是 下 面 将 要 讨论 的 “ 跳 蛙 ” 格式 (菱形 格 
式 ). 同样 是 二 阶 精 度 . 
第 二 种 思路 :与 Lax 一 Friedrichs 格式 类 似 , 也 可 以 利用 特征 线 来 构造 . 以 a > 0 为 例 , 图 
3.2 所 示 , 此 时 ,利用 网 格 节点 B, C 和 D 三 点 的 二 次 插值 作为 Q 点 的 函数 值 的 近似 值 , 即 得 


u(P) = u(Q) ~ x(C) — 守 [uC) —u(B)] 一 评 。 息 (1 一 下)[x(B) 一 2x(C) +u(D)], 


代入 节点 的 坐标 ,并 整理 ,得 到 Lax 一 Wendroff 格式 : 
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六 ?二 六 一 二 gr(wph 一 起 1) 十 了 Pn 一 2 四 十 地) 


2 
第 三 种 思路 ,为 了 增加 对 流 方程 的 稳定 性 ,通常 考虑 添加 微小 参数 作为 系数 的 扩散 项 来 所 
高 微分 方程 的 稳定 性 ,此 项 称 为 人 工 烙 性 项 . 此 时 ,对 流 方程 成 为 带 小 参数 的 抛物 方程 ,如 
张 +a 张 一 e3，(> 0) 并 且 当 r 一 0 时 ,e 一 0， 


邻 。 一 十 a'r, 然后 构造 上 述 抛物 方程 的 差分 格式 . 弘 用 向 前 差 商 近似 ,给 和 对 分 别 用 一 阶 中 


心 差 商 和 二 阶 中 心 差 商 近似 ,得 到 Lax 一 Wendroff 格式 如 下 : 
ci 一 四 一 于 or 一 克 ) 十 堵 Cun 一 2w 十 妈 1)， 
实际 上 ,前 面 讨论 的 几 种 对 流 方程 的 差分 格式 都 可 以 看 作 是 粘性 差分 格式 . 例如 迎风 格式 


w= (1—ar)w +aru, (a>0) 


将 其 改写 为 如 下 格式 
wr -a 区 号 wn = + 
其 中 。 一 二 oh 
对 于 系数 a 二 0, 类 似 地 有 
二 a 


它们 是 抛物 方程 六 十 a 强 一 去 1a1h 过 的 中 心 差 商 近似 .其 中 e 一 了 | a|h. 
并 I 2 
Lax 一 Friedrichs 格式 改写 为 


一人 
Zh 27 h 


二 au du_ 1 hau | a 和 
它 是 抛物 方程 丝 十 a 强 一 去 全 3 的 中 心 差分 近似 .其 中 令 。 一 去 全、 


下 面 根据 上 述 粘性 差分 格式 ,来 讨论 迎风 格式 和 Lax 一 Friedrichs 格式 在 局 部 截断 误差 上 
的 区 别 . 这 两 种 格式 都 以 O(r 十 尼 ) 的 误差 精度 通 近 对 流 方程 本 身 , 但 是 Lax 一 Friedrichs 格式 
的 右 端 可 改写 为 
1 .mh wn — 2+w 
ar ”2 大 oy 
再 与 迎风 格式 作 比 较 发 现 , 根 据 稳定 性 条 件 ar 过 1,Lax 一 Friedrichs 格 式 的 局 部 截断 误差 大 于 
迎风 格式 的 误差 .只 有 在 ar = 1 时 ,两 者 才 相 等 . 
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国 学 4 工程 计算 访 法 


算 例 3: 用 Lax 一 Wendroff 格式 计算 算 例 1 的 近似 值 ,其 中 步 长 为 h 二 0.2,r= 0.1 时 .图 
3.14 和 图 3. 15 分 别 是 近似 解 的 曲面 图 和 误差 曲面 图 . 


Tax_Wendroff 格式 近 似 解 ， 时 间 步 区 0.1， 空 间 步 基 0 


图 3.14 近似 解 曲面 图 


Lax-Wendroff 格式 误差 ， 时 间 步 长 0.1， 空 间 步 长 0.2 


图 3.15 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr 二 1.6008。 


第 3 章 。 双 曲 方程 的 差分 方法 | 
本 | 87 


当 步 长 取 更 小 时 ,比如 产 == 0.05,r 二 0. 08. 可 以 计算 得 到 最 大 误差 为 ex = 一 0. 8011. 其 
近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 16 和 图 3. 17 所 示 . 


四 Lax-Wendro 人 格式 近似 解 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


30 
] 
20] 
| 
10 
0 
-10 
-20 
-30 
(二 
> 3 “10 
2 本 
2 
0 0 
图 3.16 近似 解 曲面 图 
Lax-Wendro 作 格式 误差 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 
1 
05 
0 
-05 
-1 
6 AS 


图 3.17 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 MaxErr == 0. 8011. 


| 科 学 = 于 ihg 
88 | 


4. 跳 蛙 格式 (Leap 一 Frog) 
对 于 对 流 方程 ,对 时 间 的 微 商 和 空间 的 微 商都 用 中 心 差 商 近似 ,得 到 如 下 差分 格式 . 


tl 1 " m 
uw — wy Wn 一 WU 
让 一世 二 十 多 i i 


2 2h 
即 为 : Ww =u —ar(Wwn—w)+f, 
其 局 部 截断 误差 OCr 十 尼 ). 
分 析 跳 蛙 格式 的 稳定 性 , 它 是 一 个 三 层 格式 ,采用 Fourier 分 析 方 法 ,得 到 传播 矩阵 如 下 


GD 全 2 过 
传播 矩阵 的 特征 方程 是 
入 十 2hiarsin wh —1=0, 
求解 特征 值得 
hs 一 一 iarsin wh + VI—air siniuh, 
当 |alr 二 1 时 , |.21? 一 1 一 azm sinzr 十 ar sinzr 一 1 并且) 夭 )a, 即 是 相 异 的 两 
根 , 于 是 满足 Von Neumann 条 件 , 因 此 跳 蛙 格式 稳定 . 然而 , 当 | a | ~ 一 1 时 , 则 ) = ) = 一 
iarsin wh 士 arcos th. 如果 令 wh 一 到 , 则 有 41,2 二 一 iarsin wh , 即 两 个 相同 的 根 . 下 面 讨论 此 
时 的 稳定 性 . 此 时 的 传播 矩阵 为 
G(r) = | 中 
5 
通过 计算 得 到 
G:(r) = | ee |， 
—2i 1 i —3 
由 归纳 法 可 以 得 到 
Gr | nn 宕 2， 
2 1 一 2" 
根据 矩阵 范 数 的 定义 
| c>"(r) 1 - = 2 十 1. 


因此 ,此 时 蛙 跳 格式 是 不 稳定 的 . 

称 这 样 的 差分 格式 是 临界 稳定 或 者 中 立 稳定 的 ,这 与 对 流 方 程 本 身 的 临界 稳定 性 质 是 吻 
合 的 . 
算 例 4: 用 跳 蛙 格式 计算 例 1 的 近似 解 . 当 步 长 为 h 二 0.2,r 二 0.1 时 ,图 3.18 和 图 3.19 是 
近似 解 的 曲面 图 和 误差 曲面 图 . 
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[加 国 国 国 六 区 格式 近似 鲜 ， 时 间 步 长 0.1， 空 间 步 长 02 


的 
2 
0 


hy, 
MA 
WN 
0 


Mo 


0 0 


图 3.18 近似 解 曲面 图 


国 国 国 导 区 格式 误 盖 ， 时 间 步 长 0.1， 空 间 步 长 02 


图 3.19 误差 曲面 图 


最 大 误差 是 ew 一 一 0. 2690. 当 步 长 取 更 小 时 ,比如 h 二 0.05,r 二 0.08, 可 以 计算 得 到 最 大 误 
差 为 ew 二 一 0.0466. 其 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 20 和 图 3. 21 所 示 . 
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科 学 分 工程 计 算 方法 


上 星 殉 格式 近似 解 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


oo 


图 3.20 近似 解 曲 面 图 


| 灶 示 格式 误 关 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


图 3.21 误差 曲面 图 


3.3 Courant 条 件 


在 学 习 双 曲 型 偏 微分 方程 的 理论 时 , 双 曲 偏 微分 方程 的 解析 解 存在 依赖 域 . 与 微分 方程 类 
似 , 双 曲 差 分 方程 也 有 依赖 域 . 实际 上 ,Courant 等 人 证 明了 ,差分 方程 的 依赖 域 包含 偏 微分 方 
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程 的 依赖 域 时 ,差分 格式 是 收敛 的 , 称 此 条 件 为 Courant 条 件 . 下 面 通过 实际 例子 来 验证 此 条 
件 . 严格 的 数学 证 明 在 此 书 中 不 作 讨 论 . 
假设 系数 < 二 0, 考 虑 微分 方程 的 特征 线 方程 到 = 工 , 设 点 忆 为 任意 网 格 节点 ,过 点 己 微 


a 
分 方程 的 特征 线 为 PD( 如 图 3. 22 所 示 ) ,而 差分 格式 的 特征 线 的 斜率 是 你 下 下 ,因此 差分 格 
式 的 特征 线 是 PB. 


到 天 加 

司 攻 | 
六 7 片 ! 
图 3.22 微分 方程 的 特征 线 


Bal 
Fe DD 


考虑 迎风 格式 ,由 迎风 格式 可 以 知道 ,要 得 到 节点 尸 的 值 , 它 需要 用 到 节点 已 和 C 点 的 值 . 
由 此 线段 BC 是 差分 格式 的 依赖 域 . 如 果 点 D 不 在 BC 线段 上 , 则 从 差分 格式 计算 出 点 的 值 
就 与 点 忆 的 值 无 关 , 然 而 微分 方程 点 的 值 必 须 依赖 于 点 D 的 值 . 因此 ,此 时 差分 格式 要 收敛 
到 微分 方程 的 解 是 不 可 能 的 . 在 x 一 :的 直角 坐标 系 中 ,要 使 点 D 在 BC 线段 上 ,就 必须 使 PD 


线段 斜率 大 于 PB 线段 的 斜率 ,即时 一 工 > 亿 一 下 ,也 即 r 之 1. 这 正 是 迎风 格式 稳定 的 条 
件 . 因此 ,要 使 差分 格式 收敛 于 微分 方程 ,除了 满足 相 容 条 件 外 ,还 必须 满足 Courant 条 件 , 当 a 
一 0 时 ,进行 类 似 地 讨论 ,得 到 类 似 的 结果 ， 

另外 ,差分 格式 类 似 于 微分 方程 ,也 有 影响 域 , 假 设 点 A 是 网 格 节点 ,考虑 点 A 的 影响 域 ， 
过 A 点 作 特征 线 ,根据 特征 线 的 走向 ,得 到 点 A4 的 影响 域 ,也 即 在 进行 数值 计算 过 程 中 ,需要 用 
到 节点 A 的 函数 值 所 有 节点 的 集合 就 是 点 A 的 影响 域 . 如 图 3. 23 所 示 . 


影响 域 


图 3.23 A 点 的 影响 域 
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| 科 学 手工 程 计算 方法 


3.4 ” 几 种 隐 式 差分 格式 


在 前 面 的 章节 中 ,我 们 具体 讨论 了 对 流 双 曲 方程 的 显 式 格式 ,在 这 一 节 中 介绍 三 种 隐 式 格 


式 . 
1. 最 简 隐 式 格式 
下 一 二 a 
即 aru? + 2u) 一 aruy = 2uy!. 


最 简 隐 格式 节点 结构 图 如 图 3. 24 所 示 . 


nl 


这 入 了 nl 


图 3.24 节点 结构 图 


很 容易 得 到 此 格式 的 局 部 截断 误差 是 O(r 十 尼 ). 
通过 Fourier 分 析 方 法 得 到 传播 因子 为 
Ea 1 1—iersin wh, 
1 十 arisin wh 1+a’r’ sinzr 办 


Lees Yl | 


1l+arsinwh ~ 
因此 ,此 隐 式 格式 是 绝对 稳定 . 
算 例 5: 用 最 简 隐 格式 计算 算 例 1 的 近似 解 和 误差 。 
当时 间 步 长 + 二 0.05, 空 间 步 长 h = 0.08 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 25 
和 图 3. 26 所 示 。 
当时 间 步 长 + 一 0.01, 空 间 步 长 h 二 0.02 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 27 
和 图 3. 28 所 示 . 
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图 3.25 近似 解 曲面 图 


大 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 其 0.09 


图 3.26 误差 曲面 图 


此 时 最 大 误差 MaxErr = 1. 3859. 
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也 分 年 工 开 计算 访 法 


本 最 简 绪 式 格式 ， 时 间 步 长 0.01， 空 间 步 长 0.0 


图 3.27 近似 解 曲 面 图 


最 简 隐 式 误差 ， 时 间 步 长 0.01， 空 间 步 长 0.0] 


图 3.28 误差 曲面 图 


此 时 最 大 误差 MaxErr = 0. 3375. 
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2. Crank 一 Nicolson 格式 


nl rl sl a a 
lk a (Ww Wl) 0, 
本 十 全 人 ( 2h + 2h Ja 


局 部 截断 误差 的 阶 是 下 = O(r 十 及 ). 差分 格式 节点 结构 如 图 3. 29 所 示 . 


nl 


1 jl 


图 3.29 节点 结构 图 


通过 Fourier 分 析 方 法 得 到 传播 因子 为 


1—iZsin wh 


0 

1+iSsin wh 

很 显然 , | G(r) |* = 1, 是 单 根 ,Von Neumann 条 件 时 稳定 的 充 要 条 件 ,因此 是 绝对 稳定 的 . 
算 例 6: 用 CN 格式 计算 上 例 的 近似 值 . 当时 间 步 长 + = 0. 1, 空 间 步 长 = 0.2, 图 3.30 和 

图 3. 31 是 近似 解 得 曲面 图 和 误差 曲面 图 . 


G(r)= 


Crank-Nicolson 格 式 近似 解 ， 时 间 步 长 0.1， 空 间 步 长 0.2 


0 0 
图 3.30 近似 解 曲 面 图 


| 科 学 天 Hh 洁 


国 本 天 | Crank-Nicolson 格 式 误差 ， 时 间 步 长 0.1， 空 间 步 长 0.2 


i J 瑰 


op) 


Wh Wh 
Wh WM 0 
Wi 9% 2 
0 多 


图 3.31 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr 一 0. 9399 
当时 间 步 长 r= 0.05, 空 间 步 长 h = 0.08 时 的 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 为 图 3. 32 
和 图 3. 33 所 示 . 


[本 到 本 Crank_Nicolson 格 式 近 似 解 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


图 3.32 近似 曲面 图 
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国 国 Crank—Nicolson 格 式 误差 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08 


0.6) 
0.4] 


图 3.33 误差 曲面 图 


此 时 最 大 的 误差 MaxErr = 0. 5237 


3. Wendroff 格式 
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考虑 如 下 九 个 点 AG 一 1,z,BG,n) ,CO 十 1) ,DG 一 ln 十 D,EG 一 去,DyFGa 十 


瑟 ,GG 一 去, 二 D,HG 一 1 十 去 ). 在 节点 PG 一 去 ,十 去) 处 考虑 微分 方程 的 取 值 , 即 


因为 


又 因为 


au(F) _ u(C) — wu(B) 


Qu(P) | ,9u(P) _ 
z 


En 了 f(P), 


9u(P) _ 1rau(F) , du(H) 2 
De 2[ 了 * 如 ] 十 O()， 

au(P) _ 1rau(E) ，ax(G) 2 
3 二 a re ] 十 DC)， 


Ee. 2) Qu(H) _ u(D) —u(A) 
= = tO = 2 

Qu(E) _ u(B)—u(A) 2) 9u(G) _ u(C) —u(D) 
SE 十 OP 一 本 


由 (9) 一 (13) ,并且 忽 略 高 阶 无 穷 小 量 ,得 到 


十 On)， 


+ OCh’), 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 
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FC© ~ uCB) + MD) — uA)] + GTuCB) HA) + uO 4D] = fo), 
E 
或 者 
I + 和 [和 二 1+ 于 (14) 
3 rt 天 7 二 


此 格式 称 为 Wendroff 格式 . a O(e 十 如 ). 采 用 Fourier 分 析 方法 很 容 
易 验证 Wendroff 格式 绝对 稳定 . 下 面 我 们 用 能 量 方法 证 明 Wendroff 格式 是 绝对 稳定 的 . 考虑 
齐 次 方程 的 差分 格式 . 

首先 ,将 上 面 的 格式 (14) 改写 为 


一 本 一 一 本 ar 一 区 一 好 

2 mat 0 
注意 到 Cw 一 由 和 一 (要 一 同一 ( 玉 一 好) 一 (天 一 他)， 

ww = Cw — wt) — 0 — 0) + (ut — wn), 


因此 
2 — 0) = (六 一 四 ) 十 Go 一 本) 


= [Cw — wl) — 00 — 0) + [Ot mw) + Gut —w))], (16) 
在 上 式 (15) 两 边 同 时 乘 以 [一 元“ 一 此 二 二] 得 到 


一 [二 于) 一 (加 2)] 


de a a i 
= 人 [一 ( 竺 a i eA lk (17) 


we 
对 (15) 两 边 同时 乘 以 [一 一 站 一 一 站], 以 及 (16) ,整理 得 
开 -E 人 一 茹 一 内 一 起 J] 十 [( 加 于) 一 (可 二 )] =0， 
本 天 天 
对 上 式 两 边 同时 乘 h, 并 且 对 j 从 1 到 M 求 和 , 则 
M M | ep 
到 [Ge 吕 wh)? 一 Cag 一 友 )?] 十 > (一 2 0， 

又 因为 边界 条 件 是 齐 次 的 , 则 ws 二 0. 于 是 

至 Ge + (人 - 三 Sh) 


jt 


因此 
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由 此 证 明了 Wendroff 格式 技能 量 范 数 袜 (元 ) 是 绝对 稳定 的 . 


算 例 7: 用 Wendroff 格式 计算 例题 1 的 近似 解 和 误差， 
当时 间 步 长 + 二 0.1, 空 间 步 长 h = 0.2 时 的 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 34 和 
图 3. 35 所 示 . 


Wendrof 格式 过 仅 解 ， 时 间 族 关 01， 空 间 少 长 02 


图 3.34 近似 解 曲面 图 


国 硬 加 央 Wendroff 格式 误差 ， 时 间 步 其 0.1， 空间 步 长 0.2 


图 3.35 误差 曲面 图 


100 


| 科 学 手工 程 计算 方法 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 0. 0757. 
当时 间 步 长 + 二 0.05, 空 间 步 长 h 二 0.08 时 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 36 和 
图 3. 37 所 示 . 


国 本 天国 国 Wendro 人 ff 格式 近似 解 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.08| 


SE 
0 0 


图 3.36 近似 解 曲面 图 


ER WendrofF 格 式 误 兰 ， 时 间 步 长 005， 空 间 步 长 0.08 


图 3.37 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 0. 0119. 
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4. 紧 格式 
类 似 于 抛物 型 方程 ,对 一 阶 双 曲 方程 ,我 们 也 可 以 构造 紧 差 分 格式 . 
到 人 元史 十 wl 一 一 好 
Ei + i =) 
或 (1— Dw tau + (1+ ru 


= 4mn — hm + (1+ un! +4ur! + (1— ru 
1<j<M-1,1<n<N-1, 
可 以 证 明 紧 格式 是 绝对 稳定 的 ,而 且 误 差 精 度 是 OCr* 十 h*). 
此 差分 格式 的 模板 是 三 层 八 点 格式 ,如 图 3. 38. 


ntl 


J i 
图 3.38 


3.5 ”一 阶 常 系数 双 曲 方程 组 的 差分 格式 


本 节 讨论 一 阶 常 系数 双 曲 型 方程 组 
aU 
at 

的 差分 格式 . 其 中 U 是 p 维 未 知 函数 向 量 , 即 U = (wu(z,t) sus Czy) yup (Tt))T ,A € R”? 
为 常 系数 矩阵 . 
定义 设 矩 阵 4 的 特征 值 为 实数 , 且 具 有 户 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 存在 可 逆 阵 $ 使 得 
A 
hz 
4 可 对 角 化 , 即 S54AS= 上 一 4. 
Ai 
Xe 
中 Xi,i 二 1,2,…, 思 为 A 的 特征 值 , 则 称 方程 组 (18) 是 双 曲 的 . 如 果 4 是 对 称 的 , 称 为 对 称 双 


+42 一 0， G8) 
下 


| 科学 4 二 下 HH 和 力 法 


102 于 
曲 方程 组 . 
将 方程 组 (18) 两 边 同 时 左 乘 矩阵 S ,并 且 利用 恒等式 4 = 4SS“”, 则 
19U 90_ 
tA 天 一 如 
令 V = SU, 得 到 


3 
元 十 和 5 二 风 (19) 


很 显然 ,此 方程 组 (19) 是 请 个 分 离 的 方程 ,也 即 非 耦合 方程 组 . 可 以 单独 对 每 个 方程 构造 差分 
格式 .因此 ,对 流 方程 的 差分 格式 可 以 推广 到 方程 组 . 于 是 有 下 面 这 些 差分 格式 . 


1. Lax 格式 


Um FUnt0) jy, 
2 = 二 AD 了 1 
它 的 局 部 截断 误差 的 阶 与 对 流 方程 一 样 ,都 是 Or 十 所 ). 
下 面 用 Fourier 分 析 方 法 讨论 稳定 性 . 令 U; 一 V"ew* ,代入 差分 格式 ,得 到 传播 矩阵 
G(r) = cos wh » I— irsin wh .A, 
其 中 工 是 单位 阵 , 则 传播 矩阵 的 特征 根 是 


pn = coswh—imsinwh, 1=1,2,%,p, 


=0， 


则 有 
I)? = coszu + CrAisinwh )? 


(20. 
=1— (1—rA)sinwh, l= 1,2,..,p. . 


其 中 》 是 矩阵 4 的 特征 根 . 

从 (20) 可 以 看 出 ,要 使 差分 格式 稳定 , 则 要 求 对 矩阵 的 每 个 特征 值 , 满足 : | Mr | 志 1,1= 
1,2,…, 户 ,成立 , 即 要 求 rp(4) 之 1 成 立 , 其 中 p(4) = max{| 入 | }, 称 为 谱 半径 . 因此 ,如 果 
mp(4) 三 1, 那么 p(G) 过 1, 即 满足 Von Neumann 条 件 , 是 稳定 的 必要 条 件 . 但 是 ,因为 双 曲 型 
方程 组 的 特性 ,也 就 是 系数 矩阵 可 以 对 角 化 ,所 以 Von Neumann 条 件 成 了 差分 格式 稳定 的 充 
要 条 件 . 


2. Lax 一 Wendroff 格式 


类 似 于 构造 对 流 方程 的 差分 格式 的 办 法 ,把 单个 对 流 方程 的 Lax 一 Wendroff 格式 推广 到 
对 流 方程 组 上 . 于 是 


Un = 一 二 A (Up UA CU 2 + UY), 
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它 的 误差 精度 是 二 阶 的 ,利用 Fourier 分 析 方 法 得 到 传播 矩阵 
G(r) 一 工 一 irsin whA 一 天 (1 一 cos wh)A’, 


则 它 的 特征 值 为 
uCG(CrD)) 一 1 一 irsin (wh)A —r (1— cos zx 号 ))3， 


其 中 是 矩阵 4 的 特征 根 . 
[GD)) |* = 1— 4r2 (1— ra?) sint 他 . 
很 显然 ,要 使 | ju(G(7)) |* 之 1, 即 要 以 , 之 1, 也 即 要 求 rp(4) 之 1 成立 ,满足 Von 
Neumann 条 件 . 但 是 , 因为 双 曲 型 方程 组 的 特性 , 也 就 是 系数 矩阵 可 以 对 角 化 ,所 以 Von 
Neumann 条 件 成 了 差分 格式 稳定 的 充 要 条 件 . 
3. 迎风 格式 
假设 方程 组 已 经 通过 线性 变换 ,简化 为 p 个 独立 非 克 合 的 方程 组 
aVv aVv 
A = 
在 对 流 方程 中 ,对 于 系数 4, 不论 a 之 0 还 是 4a 二 0, 它 的 迎风 格式 都 可 以 统一 改写 为 如 下 格式 
= 一 到 a 一 地) 十 语 |a| Go 一 2 十 几 )， 


与 此 类 似 ,方程 组 (19) 的 第 m 个 方程 的 差分 格式 可 以 写 为 


| 
写成 矩阵 形式 为 
Vi 二 Vy 一 于 ACVin 一 VD) 十 Lrv;, —2V; +Vi], 
其 中 
EM 
14 | 一 纪 和 | ， 
12,1 
则 原 方程 的 差分 格式 为 


Ur =U;— A Un 一 U7 ) 十 到 141 (Um 一 207 十 0 )， 


其 中 141=S141S -1. 
利用 Fourier 分 析 方 法 得 到 差分 格式 的 传播 矩阵 为 
G(r) =I—risinwh 。4 十 r(cos uh —1)|A|, 
由 矩阵 特征 值 的 性 质 , 传 播 矩 阵 的 特征 值 为 
pr = 1+r|Al| (cos wh — 1)— irisin wh, 
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则 
Il* = [1+r|a| (cos wh — 1)] + Cisin wh)? 


一 1 一 4 MG 一 rsin 户 . 


要 使 KG) < 1, 就 要 | 4 | 区 1 一 1,2,…- 思 成立 , 即 要 1 一 | NG 一 rl xl)sm 哆 <1 
成 立 ,很 显然 , 当 max |% | 过 1 时 ,pLG) < 1 成立 .因此 满足 Von 一 Neumann 条 件 . 又 因为 传播 和 
阵 是 可 以 对 角 化 的 ,于 是 max |》 | < 1 是 差分 格式 稳定 的 充 要 条 件 . 

4. Wendroff 格式 


类 似 于 构造 对 流 方程 的 差分 格式 的 办 法 ,把 单个 对 流 方程 的 Wendroff 格式 推广 到 对 流 方 
程 组 上 . 格式 如 下 
1 LU 一 历 UH-—U), AU-—U UM—UH]_ ot 
ps 


其 局 部 截断 误差 的 精度 是 O(r: 十 及 ), 也 很 容易 验证 Wendroff 格式 绝对 稳定 . 
5， 蛙 跳 格式 


Um Ur! Va Un _ 
2r 
是 一 个 三 层 格式 ,局 部 截断 误差 是 O(m 十 尼 ) ,下 面 讨论 它 的 稳定 性 . 


首先 ,将 方程 组 化 简 为 非 耦合 方程 组 形式 全 + A ?5 一 0, 设 非 偶合 方程 组 的 第 m 个 方程 
为 


则 其 跳 蛙 格式 是 


Cm) emt (Cm) onl (mn (mn 
vw 一 过 4 一 
2 十 Mn 芒 0， (20) 


剩 下 的 讨论 与 对 流 方程 的 方法 完全 相同 . 得 到 的 结果 是 , 当 |4, |r 二 1, 差 分 格式 (20) 的 传 
播 矩 阵 有 不 同 的 两 个 特征 根 , 并 且 , 因 此 满足 Von Neumann 条 件 , 格 式 稳定 . 当 |4, |r = 1, 出 
现 和 上 节 的 对 流 方程 类 似 的 情况 , 随 着 时 间 层 的 增加 ,传播 矩阵 趋 近 于 无 穷 大 ,因此 是 不 稳定 
的 . 


3.6 ”二 阶 双 曲 方程 的 差分 格式 


线性 二 阶 偏 微分 方程 最 基本 的 形式 是 波动 方程 . 在 这 节 中 ,我 们 以 波动 方程 为 基础 讨论 二 
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| "es 
阶 双 曲 方程 的 差分 格式 . 
波动 方程 
a 0, a>0, (21) 


根据 二 阶 偏 微分 方程 的 理论 可 知 ,(21) 相应 的 特征 方程 为 
(dz)* 一 a? (di)? = 0 或 者 为 ( 蛙 ) 一 去 ， 


由 此 得 到 两 个 特征 方向 


求解 此 常 微分 方程 ,得 到 两 族 直线 方程 
下 一 全 王 各 之 一 本 一 和 
在 研究 波动 方程 的 定 解 问题 时 ,与 一 阶 对 流 方程 一 样 ,特征 线 起 着 重要 的 作用 . 例如 ,利用 

特征 线 可 以 得 到 波动 方程 的 解析 解 . 方程 的 解 Ls 和 人 各 让 扩 生 彼 估计 太 四 

Ou _ 9 9uoa€é auay gu 

ar = F253¢ ae 了 5 一 人 党 一 2 放 PF 

a 9 au ai au 9 
下 一 元 和 的 和 ) 关 颖 十 2 训 et 
由 方程 (21) 以 及 上 述 两 式 得 到 


2 一 0， 
3a57 
由 此 得 到 波动 方程 的 通 解 形式 如 下 

u(Tt) = (0 +a = fi(r—at)+a (rt+a). 


如 果 考 虑 初始 条 件 
wz,0) 一 f(2) ,H(z,0) = g(x), (22) 
则 得 到 方程 的 特 解 
zz,9= 寺 [LTz+aw)+7(z 一 a)]+ 直 站 ”ee)ae， 


此 公式 称 为 d'Alembert 公式 . 

从 d'Alembert 公式 可 以 看 出 , 初 值 问题 的 解 在 点 (zxo，,t。) 的 值 仅 仅 依赖 于 初 值 函数 f(x) 
和 g(z) 在 区 间 [z 一 ato ,zo 十 ato] 上 的 值 ,与 区 间 外 的 初 值 无 关 , 所 以 称 区 间 [ze 一 ato ,zo 十 
ato] 为 点 (zo,to) 的 依赖 域 .为 了 得 到 点 (zo ,to) 的 依赖 域 ,只 需 过 点 (zo ,to) 作 两 条 特征 线 , 它 
们 在 z 轴 截 出 的 区 间 就 是 依赖 区 域 . 两 条 特征 线 与 轴 所 围 成 的 区 域 称 为 区 间 (zx。,t。) 的 决定 
域 . 如 图 3. 39 所 示 . 


(x, 和) 依赖 域 


图 3.39 
下 面 介绍 几 种 差分 格式 
1. 显 格 式 
用 中 心 二 阶 差 商 分 别 代替 二 阶 导 数 , 则 在 网 格 点 (j,n) 处 ,得 到 波动 方程 的 差分 格式 
证 二 六 + a WO— 2 +un -0 
hn ， 


此 格式 的 截断 误差 的 阶 是 O(m 十 尼 ). 
下 面 考虑 初 值 问 题 (21) 的 初始 条 件 (22) 的 离散 化 ,关于 初始 条 件 的 离散 有 很 多 方法 , 比 
如 
= f= f(x), 
2 (23) 
Bs 一 Si， 
因为 方程 本 身 的 截断 误差 的 阶 是 O(m 十 尼 ) ,而 初始 条 件 的 离散 格式 (23) 的 截断 误差 是 OCr 十 
如 ), 即 是 一 阶 的 ,这 样 会 影响 整体 的 误差 . 为 了 提高 精度 ,使 其 和 内 部 节点 的 差分 方程 的 精度 
相 吻 合 ,也 可 以 采用 虚拟 网 格 的 形式 . 具体 的 作法 是 ,将 原 网 格 平行 扩充 到 网 格 之 外 , 即 在 原 网 
格 周边 外 各 增设 一 排 虚 网 格 点 . 例如 ,在 网 格 点 (1 ,0),j = 1,2,… ,NN 的 下 侧 增 设 网 格 点 (j, 一 
1), = 1,2,…，,M. 然后 用 中 心 差 商 代替 初始 条 件 中 的 一 阶 微 商 . 即 
| i 


ws 二 (24) 
2r 


此 时 有 生 却 < 一 [号 ] 十 Ore )，, 即 初始 条 件 的 离散 差分 格式 的 误差 精度 就 达到 Or )， 


因为 引入 了 新 的 变量 wy" (j 二 1,2,… ,MD) ,为 了 消除 新 引入 的 未 知 量 ,可 以 假设 在 初始 边界 上 
的 点 也 满足 微分 方程 , 即 在 n 二 0 时 ,构造 差分 方程 
20 + 2 + 

rT 一 h: 


一 0， (25) 
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然后 联 立 (24)(25) 消除 好 ,得 到 
要 一 rf +fi)+ 1—ar)f;t+r;, 


于 是 得 到 二 阶 波动 方程 初始 问题 的 离散 差分 显 格式 如 下 
Wr = 4272 (wn — 2w 十 好 ) 十 2 一 xz， 
yn 2 els 
w= Fer (fmtfm)t (la r)fit+rm;, 


因为 是 显 格式 ,利用 初始 条 件 和 (26) 可 以 逐 层 计算 得 到 各 个 节点 的 值 . 


下 面 分 析 显 格式 的 稳定 性 . 为 了 利用 Fourier 分 析 方 法 ,首先 将 波动 方程 化 为 等 价 一 


双 曲 方程 组 的 形式 . 
令 v= a¥， 六 
则 方程 (21) 化 为 


at Ir ” 避 9. 
相应 地 构造 等 价 方程 组 的 差分 格式 是 

0 py — Py 

h E 

= ya 元 ， 
此 格式 称 为 CFL 格式 . 
如 果 令 

防 一 和 下 = “5 一 全， 

则 CFL 格式 等 价 于 显 格式 . 


令 攻 二 View*, gy 二 Viewn, 代 人 格式 (28) 得 到 
VY — 2iarsin whV3 = V’, 
2iarsin whV? + V3t! = Vy, 


写 为 矩阵 形式 
o| fv] [1 aiarsi 
一 2iarsin 只 Va) | 
i De a ep i A A 四 
Vr 一 2iarsin -2 测 6 1 Vs 
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(26) 


阶 的 


(27) 


(28) 
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Ns 1 ic \ fw 二 
则 -te | 区。=2rsin 将， 

得 到 传播 矩阵 为 


Gdr) = I ). 


ic 1 一 cz 
它 的 特征 方程 是 入 一 (2 一 c)A 十 1 一 0. 
求解 特征 方程 ,得 到 特征 根 hi: 一 去 [(2 一 c) 士 i| c | V4 一 0]， 


又 因为 当 ar 之 1 时 , | cl<2,12 一 ol<2=1—(—D). 
由 定理 得 |: | 二 1， 
当 ar 二 1 时 ,于 是 1c | 二 2, 显 然 有 1 夭 )hz, 即 为 相 异 的 根 , 此 时 Von Neumann 条 件 是 充 要 条 
件 , 因 此 ,格式 是 稳定 的 . 

然而 当 ar = 1 时 ,可 取 c = 2, 得 到 4 = X: 一 一 1, 此 时 传播 矩阵 为 

这 区 各 
RE G& a 
由 线性 代数 的 知识 可 知 ,传播 矩阵 G 相似 于 Jordan 阵 , 即 存在 可 逆 阵 5S 使 得 
GC= S1J5， 
其 hJ=( _) 
0 一 1 

由 此 计算 
1 —3 

一 1 
由 数学 归纳 法 ,计算 得 到 G" 一 5- | 二 当 
因此 , 当 n 一 co 时 ,1c" | - 一 co. 因此 ,格式 稳定 的 充 要 条 件 是 ar 二 1. 

算 例 8: 用 显 格式 求 波动 方程 的 近似 解 以 及 误差 


e-s( : )sc =5( js， 


ER = St” 


Gu _ du 
FE em OE OEE 
= au J. 
u(T,0) 一 后， (rz,0) 一 一 后 ， 
9t 


ul0,D) =e', ull,t) = er. 
方程 的 真 解 为 :u(x,t) 二 e”', 它 的 曲面 图 如 图 3. 40 所 示 
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图 3.40 真 解 曲面 图 


当空 间 步 长 h 二 0.05, 时 间 步 长 + 二 0.04 时 的 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 41 
和 图 3. 42 所 示 . 


国 国 国王 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.04 


图 3.41 近似 解 曲面 图 
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国 时 格式 误差 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.04 


图 3.42 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 2. 3509e 一 004. 
当空 间 步 长 h 二 0.01, 时 间 步 长 r= 0.01 时 的 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 43 
和 图 3. 44 所 示 . 


国 国 时 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


02 
0 0 


图 3.43 近似 解 曲 面 图 
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国 轩 几时 格式 误差 ， 空 间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


图 3.44 ”误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 1. 4319e 一 005. 


2. 隐 格式 
考虑 方程 在 节点 (zj ，,t,) 的 取 值 ,有 
az, £,) 
因为 
1 rou 也 
(Cz 光 ) 二 去 [9 Ct ) + zj vt 一 De rz, 多 jy 
其 中 ,过 名 2 
因此 
2 2 2 2 了 
Ds) — $a CE se) + Cz, ,te1)] 一 等 zt), 
再 利用 二 阶 中 心 差 商 与 二 阶 导 数 之 间 的 关系 式 , 有 
:地 = 1 2 tu 2 + pr, 


2 Pa Fa 
其 中 R 是 局 部 截断 误差 ,具体 表达 式 是 


ee 和 
R’ = rt [is 3 zh) 


i 
到 
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2 02 ratu 
24[azr 

忽略 高 阶 无 穷 小 量 ,得 到 隐 格 式 


p 
Ci D+ ptn)]. 


2 
wr — 2u’ + ur! 一 所 Ci —2ur! + unl + ur 一 2 十 xz) = 0, 


AU"™™ = BU™! +2U", 
其 中 令 5 一 1+evc 一 号 ， 


= 一 站 


cs Ss — 
算 例 9: 用 隐 格 式 求 算 例 8 的 波动 方程 的 近似 解 以 及 误差 . 


当空 间 步 长 h 二 0.05, 时 间 步 长 r= 0.04 时 ,近似 解 曲 面 图 和 误差 曲面 图 分 别 为 图 3. 45 
和 图 3. 46 所 示 . 


国 国 风 式 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.04 


0 0 


图 3.45 近似 解 曲面 图 
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国耻 式 兰 分 格式 误 兰 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.04 


图 3.46 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 3. 9432e 一 004. 
当空 间 步 长 h = 0.01 和 时 间 步 长 + = 0.01 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 如 图 3. 47 和 
图 3. 48 所 示 . 


靖国 他 式 关 分 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 001， 时 间 步 长 001 


02 


0 0 


图 3.47 近似 解 曲 面 图 


| 科学 放生 Hi 
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医 国 隐 式 兰 分 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


02 02 


图 3.48 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 2. 3631e 一 005. 


3， 加 权 格 式 


为 了 得 到 无 条 件 稳定 的 格式 ,采用 抛物 方程 构造 差分 格式 的 类 似 技巧 ,用 三 层 时 间 的 空间 


二 阶 中 心 差 商 进行 加 权 近 似 二 阶 导数 了 学, 即 


au gu 2 tu 1 90) Wei — 2 + | 


3 i 让 
uw 2 + wt 
0 如 呈 ， 
及 
于 是 得 到 
2 + ru -2 十 下 ix 
G 一 21) Su 二 尖 十 可 2 tu]， 


其 中 0 是 参数 . 当 9 二 0 时 ,加 权 格 式 就 是 显 格式 ; 当 0 一 去 时 ,加 权 格式 就 是 隐 格 式 . 在 实际 应 


用 中 ,一 般 比较 实用 的 格式 是 参数 0 一 十. 
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利用 Taylor 公式 很 容易 得 到 此 格式 的 局 部 截断 误差 是 
局 (in 一 (全 一 每 一 如 ae) (zy) 十 OC 十 忆 且 十 届 )， 
显然 有 


2 he MR 4 
Or +h), 0 


R’(h,r) 一 
Ol +hH), 9= (0 — 


取 0 = 让, 则 加 权 格式 是 


地 2 lc 2 + ut 
rt h 


2 (29) 


为 了 讨论 此 格式 的 稳定 性 . 现在 对 等 价 一 阶 方程 组 (27) 建立 如 下 差分 格式 


Pr 
pt a), 
pe (30) 
yy 
只 要 令 
i 
丰 一 ,gh = 忒 Con 一 地 十 zx 一 wn )， 


容易 证 明 差分 格式 (29) 与 格式 (30) 是 等 价 的 . 由 此 ,等 价 方程 组 得 到 的 差分 格式 (30) 与 二 阶 
双 曲 方程 得 到 的 差分 格式 (29) 具有 相同 的 稳定 性 . 
利用 Fourier 分 析 方法 得 到 传播 矩阵 


1 一 c/4 ic 
5 四 
1 十 条。 1 十 条 
4 4 wh 
G(r) = ;其 中 c == 2arsin 对 ， 
ic 1 一 cz/4 2 
5 


加 cc 
1+ 和 ”1+ 和 


因为 G"G = 卫 所 以 传播 矩阵 G(r) 为 西 矩阵 , G(r) | 。== 1, 因 此 格式 (29) 对 任何 ar > 0 都 
是 稳定 的 . 
或 者 直接 求解 传播 矩阵 的 特征 值 , 得 
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2 | x (1+$4), lxl: = 1， 
当天 0 时 , 则 内 天 后 ,此 时 Von Neumann 条 件 是 格式 稳定 的 充 要 条 件 . 
当 c 一 0 时 , 则 An 一 入 = (1 一 后 ) A (1+ 全 ) = 


1 0 
则 o- | j=r 
0 1 


因此 ,格式 是 稳定 的 . 综 上 所 述 ,对 于 任意 的 网 格 比 ,此 格式 都 是 稳定 的 . 
我 们 还 可 以 证 明 如 下 结论 ,对 于 加 权 格式 , 当 0 之 + 时 , 它 是 无 条 件 稳定 的 , 当 0 过 9 一 十 
时 ,格式 是 有 条 件 稳定 的 , 它 的 充 要 条 件 是 


算 例 10: 用 加 权 式 求 算 例 的 波动 方程 的 近似 解 以 及 误差 . 当空 间 步 长 h 二 0.05 和 时 间 步 
长 + 二 0.04 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 49 和 图 3. 50 所 示 . 


本 加权 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.04 


02 


0 0 


图 3.49 近似 解 曲面 图 
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图 3.50 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 0. 0635. 
当空 间 步 长 h 二 0.01 和 时 间 步 长 + 二 0.01 时 ,近似 解 曲 面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 51 
和 图 3. 52 所 示 . 


国 国 加 权 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


~ 、 be 
ee ce 
0.2 


图 3.51 近似 解 曲面 图 


轿 E 加 权 格 式 误差， 空间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


图 3.52 误差 曲面 图 


此 时 最 大 误差 MaxErr 一 1. 8638e 一 005 
4. 紧 格式 
类 似 抛物 方程 ,我 们 也 可 以 构造 二 阶 波动 方程 的 紧 格 式 . 


2(5 + arr wt + (1 —arr) (Cut + wt!) 
= 20(1—ar)w +2(1+ 5ar) un tw) —2(5+ar ur — (1—ar) (ur + ur!) 
1<i<M-1,1<n<N-1. 
当 非 齐 次 方程 时 ,差分 格式 右 端 需 要 添加 项 为 (8 户 十 7 十 十 人 i 十 户 ). 
可 以 证 明 紧 差分 格式 是 绝对 稳定 的 ,而 且 误 差 精度 是 OCr* 十 ). 
此 差分 格式 的 模板 是 三 层 九 点 格式 ,如 图 3. 53. 


图 3.53 带 点 结构 图 
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3.7 ”等 价 方程 组 的 差分 格式 


除了 上 节 所 介绍 的 几 种 与 二 阶 差分 方程 等 价 的 差分 格式 外 ,在 本 节 中 ,我 们 再 介绍 几 个 等 
价 方程 组 的 差分 格式 . 当然 ,在 第 二 节 中 所 介绍 的 任何 方程 组 的 差分 格式 都 可 以 推广 到 等 价 方 
程 组 上 . 


等 价 方程 组 矩阵 形式 为 
aU aU _ 
元 二 4 无 一 0， 
一 a 
其 中 4 一 ]"= (up) 7 
1. Lax 一 Friedrichs 格式 
1 
Um —FUn+U) 
Mit E VE 一 Da 
二 十 4 Dh 一 一 0， 
写 为 方程 组 的 形式 为 
nt) ww 人 
rt 2h g 
be 
有 2 wt) vi Wa 
a 
t 


利用 上 一 节 讨论 的 结论 , 它 的 稳定 性 条 件 为 rp(4) 三 1. 而 A 的 特征 值 为 十 a, 因 此 稳定 条 件 转 
化 为 ar 入 1. 
2. Lax 一 Wendroff 格式 


Ur =U— YA 一 07) 十 到 AD 一 中 十 07 )， 
它 的 方程 组 形式 


三 站 十 至 arCagn 一 邮 ) 十 去 areob 一 2 十 ww)， 


1 
ai 一 呈 十 责 trCo 一 人 丰 D 十 于 Po 一 2 可 十 全 1， 


由 上 一 节 的 讨论 可 知 , 它 的 稳定 性 条 件 为 mp(4) 过 1. 而 4 的 特征 值 为 土 a, 因 此 稳定 条 件 转化 
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为 ar 过 1. 
3， 隐 格式 
对 CFL 格式 进行 适当 修改 ,得 到 另外 一 种 差分 格式 


atl Ww 一 夺 十 wi 一 wi 
le NR le Jon A 


rT 2h 


be 
一 


此 格式 是 一 个 隐 和 格式 ,整理 后 得 


太一 人 (ww 一 = 可 二 全 (wd 一 咱 1)) 


tl 
(2 


它 的 稳定 性 分 析 与 上 节 的 隐 格 式 的 稳定 性 分 析 完 全 相同 . 


一 笃 ( 思 一 好 D= 邮 二 十 笃 ( 轨 一 全)， 


4. Crank 一 Nicolson 格式 


其 中 p= 二 1 或 者 p 二 到 是 绝对 稳定 的 格式 .下面 以 p = 去 为 例 分 析 稳 定性 ,可 以 得 到 如 下 传 
播 矩 阵 


Gdr,n = 一 L ,| c= 2arsin 似 ， 
水 过 WY 
因为 它 与 第 2 节 中 的 隐 格 式 的 传播 矩阵 完全 相同 ,所 以 得 到 的 稳定 性 条 件 也 相同 . 
算 例 11: 以 例题 8 的 二 阶 波动 方程 为 例 , 求 它 的 等 价 方程 组 Crank 一 Nicolson 的 近似 解 . 
当空 间 步 长 h 二 0. 05 和 时 间 步 长 rz 一 0.04 时 ,近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 54 
和 图 3. 55 所 示 . 
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国 B Crank-Nicolson 格 式 近 似 解 ， 时 间 步 长 0.05， 空 间 步 长 0.04| 


村 


0 0 
图 3.54 近似 解 曲面 图 


lson 格 式 误 差 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.04 


图 3.55 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 3. 9432e 一 004. 


当空 间 步 长 h 二 0. 01 和 时 间 步 长 = 一 0.01 时 ,近似 解 曲 面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 3. 56 
和 图 3. 57 所 示 . 


| 科 学 搏 工 程 计算 方法 


国 于 到 Crank-Nicolson 格 式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


图 3.56 近似 曲面 图 


国 到 到 | Crank-Nicolson 格 式 误差 ， 空 间 步 长 0.01， 时 间 步 长 0.01 


图 3.57 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 2. 3631e 一 005 
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3.8 ” 双 曲 方程 (组 ) 的 边 值 问题 


本 节 我 们 讨论 关于 双 曲 方程 (组 ) 的 初 边 值 问 题 , 在 双 曲 型 方程 中 , 边 值 条 件 是 不 能 随便 
给 出 的 ,否则 ,可 能 出 现 方程 的 解 不 存在 甚至 相互 矛盾 . 例如 ,考虑 定 解 区 域 有 界 的 一 阶 常 系数 
对 流 方程 ,系数 a > 0, 方 程 的 特征 线 走向 是 向 右 的 ,于 是 在 区 域 右边 的 值 是 由 左边 的 值 来 确定 
的 . 因此 ,我 们 只 能 在 微分 方程 定义 域 的 左边 界 给 出 边界 条 件 ,不 能 在 右边 界 给 出 边界 条 件 , 即 


u(0,1) 二 g(t). 类 似 地 , 当 a 二 0 时 ,只 能 给 定 右 边界 的 边界 条 件 , 即 (1,t) = g(t). 如 图 3. 58 
所 示 . 
1 
不 能 不 能 
边界 给 边 给 边 边界 
条 件 界 条 界 条 条 件 
件 件 | 
0 1 多 0 1 和 
a>0 a<0 
图 3. 58 
考虑 方程 


及 +a 有 =0，0 生 z 入 00a> 0， 


u(rz,0) = p(xz), 0<zxr<l, 
u(0,0) = 9(), 0<t<T. 
初 边 值 条 件 的 离散 为 
=pj=0,1,2, WwW = 9 n= 1,2,. 
显然 有 po 二 gi , 称 为 连接 性 条 件 . 
上 面 微分 方程 对 应 边界 的 离散 格式 ,对 于 某 些 差分 格式 ,已 经 足够 了 ,只 要 按照 逐 层 计算 ， 
就 可 以 得 到 网 格 中 每 个 节点 的 值 . 比如 迎风 格式 、Lax 格式 等 . 然而 ,对 于 有 些 差分 格式 ,比如 
Lax 一 Wendroff 格式 、Wendroff 格式 和 蛙 跳 格式 等 . 除了 上 述 与 微分 方程 对 应 的 边界 条 件 外 ， 
都 还 需要 额外 的 边界 条 件 . 因为 在 计算 zx 的 值 时 ,需要 下 一 层 时 间 节 点 的 值 ,例如 ,一 般 用 到 
区 -1 和 wii 的 值 . 然而 ,只 有 这 些 节点 是 内 点 时 ,这 些 节点 的 值 才 存 在 以 及 有 实际 意义 . 比如 当 
方程 系数 a > 0 时 ,差分 格式 不 仅 需 要 微分 方程 左边 的 边界 条 件 , 而且 还 需要 右边 的 边界 条 
件 . 这 样 就 需要 我 们 给 出 额外 的 边界 条 件 . 如 何 给 出 呢 ? 一 般 有 两 种 方法 ,下 面 给 出 详细 的 讨 
论 . 
差分 格式 与 微分 方程 的 边界 条 件 之 所 以 有 如 此 大 的 区 别 ,是 因为 微分 方程 的 一 部 分 特征 
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线 指向 边界 的 外 部 . 由 于 在 特征 线 上 的 值 恒 为 常数 ,可 以 通过 逼近 特征 线 的 方程 来 推导 额外 的 
边界 条 件 . 比如 ,对 流 方程 就 可 以 利用 迎风 格式 来 计算 Lax 一 Wendroff 格式 、Wendroff 格式 和 
蛙 跳 格式 等 格式 的 额外 的 边界 条 件 . 以 对 流 方程 说 明 此 方法 : 


au au 
0 rE (0,1),t>0, 


当 a 二 0 时 ,已 知 条 件 中 已 经 给 出 了 左 端的 边界 条 件 ,但 是 Lax 一 Wendroff 格式 、Wendroff 格 
式 和 蛙 跳 格式 等 格式 还 需要 给 出 右 端的 边界 条 件 , 可 以 用 迎风 格式 给 出 右 端 边界 条 件 , 即 


WM = i — ar (ud — Wi)s 
当 a 二 0 时 ,需要 额外 给 出 左 端的 边界 条 件 , 用 迎风 格式 给 出 左 端 边界 条 件 为 
ust! = us — ar(u? — us). 


对 于 对 流 双 曲 方程 组 的 情况 ,特征 线 的 方法 需要 知道 方程 组 系数 矩阵 的 全 部 特征 值 和 特 
征 向 量 . 然后 将 方程 组 化 为 非 耦 合 的 独立 方程 组 ,然后 再 利用 上 面 的 方法 得 到 额外 的 边界 条 件 
参见 图 3. 59. 


图 3.59 


第 2 种 方法 是 选择 边界 条 件 尽 量 使 差分 格式 具有 与 微分 方程 相似 的 守恒 性 质 . 我 们 不 妨 
以 a 二 0 为 例 进行 说 明 . 
取 积 分 区 域 D = {(z, 10 之 z 之 hm 之 1 之 (n 十 Dr), 即 为 左 端 边界 区 域 的 边界 上 的 单元 . 
对 微分 方程 两 边 在 区 域 D 进行 积分 
人 学 +a dzdt 一 0， 
于 是 得 到 | [uCz,tn) 一 zx(z,o)]dz 十 a ji [uh,t) — uC0,t)]d = 0. 


对 上 面 的 积分 方程 利用 数值 积分 作 近似 ,比如 ,利用 梯形 积分 公式 得 到 


(ur 4 a (ur 二 办 十 (Www) 一 0， 


整理 得 到 
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wr = TE +t ar) us — utr) + (1 — er)u]. 


当然 采用 不 同 的 数值 积分 得 到 不 同 的 格式 
3.9 ”高 维 双 曲 型 方程 (组 ) 


在 前 面 的 章节 中 ,已 经 讨论 了 空间 一 维 的 双 曲 问题 的 差分 格式 ,在 形式 上 和 原则 上 都 可 以 
推广 到 高 维 . 相 比 抛物 方程 来 说 , 它 的 推广 要 容易 一 些 . 在 双 曲 问题 中 ,一 般 很 少 使 用 隐 格 式 求 
解 ,因为 显 格式 求解 就 能 达到 比较 好 的 结果 ,对 稳定 性 的 条 件 要 求 并 不 高 . 尽管 如 此 ,但 是 一 维 
问题 的 差分 格式 推广 到 高 维 问题 ,还 存在 许多 问题 . 比如 ,一 维 问题 某 些 特定 格式 的 一 些 很 好 
的 性 质 常 常 不 能 推广 到 高 维 . 利用 隐 格 式 时 ,所 得 到 的 代数 方程 组 ,求解 起 来 很 麻烦 等 等 诸多 
的 问题 . 


1. 二 维 一 阶 双 曲 型 方程 


考虑 方程 
a a a 
+a 闫 +b 实 一 0， 
首先 对 空间 区 域 进行 网 格 剖 分 ,为 了 方便 ,不 妨 设 z 方 向 和 > 方向 是 等 步 长 的 , 即 Az 一 
Ay=h. 
(1) Lax 格式 


— Wm Wm — Wl 
7 + zh 0 


Wriom 


二 一 土 Gm 十 如 mi 十 吉 on 十 地 1 ) 十 ar 


此 格式 的 局 部 截断 误差 的 阶 是 Or 十 尼 ). 
下 面 分 析 它 的 稳定 性 . 令 好。 一 ve“™*+%m™? ,代入 上 述 差分 格式 ,得 到 


ah 一 [去 ceos Wht eos wah) ir Casin wh + bsin wah) | 


» 


G0n) 一 去 (cos wh 二 cos wah) 一 ir(asin wh 二 bsin wsh), 
|Gl* 一 Ceos wht cos wsh)’ 十 Casin wht bsin wh)? 
= 1 一 Csinruoh 十 sinush)[ 计 一 瑟 人 十 如 )]- 
于 (cos wh— cos wh)? — 7 Casin wh — bsin wah)? 


交 1= Csin'wi 十 sinrash [ 译 一 (a 二 如 )]， 
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要 使 格式 稳定 ,必须 有 1G | 过 1, 即 廊 (a* 十 九 ) 芝 去, 得 到 Var 于 5) TDr< 遍 . 所 以 格式 的 稳定 


性 条 件 是 VC 二 不 六 < 遍 
(2) Lax 一 Wendroff 格式 
设 wzvyv0) 是 给 十 a 疆 二 5 续 az -0 的 解 ,那么 


Te Au -52¥)= 


aa a az 0s > 下 ( 动 - 芒 ( 寺 
2 2 了 


2 a 52 


又 由 Taylor 展开 ,有 


ed 元 十 5 芒 ziya t+ 


(用 总 +0 总 ;+? 六 Cz F)ulziryn sts)+ Or )， 
分 别 用 一 阶 中 心 关 商 和 二 阶 中 心 关 商 代 痊 一 阶 导数 和 二 阶 导 数 加 得 到 格式 


区 (ad 十 bn) 十 


pi 人 二 2abds du + bY 7 wm), 
其 中 


Bn = iO 
二 可 以 类 似 的 定义 . 
和 一 维 一 样 , 它 的 局 部 截断 误差 是 O( 十 尼 ). 类 似 Lax 格 式 用 Fourier 分 析 方 法 得 到 格式 的 稳 


定性 条 件 是 VCaz 二 不 7 "< 广 : 
(3) 分 数 步 长 法 


从 上 面 两 个 推广 的 格式 可 以 看 出 ,简单 的 推广 会 影响 到 稳定 性 条 件 . 下 面 给 出 一 个 广泛 应 
用 的 两 步 格式 . 


第 一 步 : 当 讨论 在 zx 方向 的 差分 时 ,时 间 上 的 差分 从 刀 到 t, 十 可; 


第 二 步 : 当 讨论 在 > 方向 的 差分 时 ,时 间 上 的 差分 从 情 十 喜 到 tn- 
具体 格式 如 下 
2 二 起 十 困 友 ww 
w= wt +tD2uss 


『 
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其 中 Di ,D; 分 别 是 关于 z,y 方 向 的 差分 算 子 . 
例如 :以 Lax 一 Wendroff 格式 来 完成 二 步 法 : 
证 到 和 
Di 一 一 a 基站 十 至 o: 下 时 湛 ， 


2 
D, = 一 6. 击 让 十 王 太 。 十 放 和， 
2h 2 民 


通过 计算 可 以 得 到 两 步 法 的 稳定 性 条 件 是 
lalr<1,lblr < 1. 


2. 二 维 一 阶 双 曲 型 方程 组 


定义 :如 果 对 任意 实数 a,B,a 十 8 二 1, 存 在 可 逆 阵 S 使 得 
SlaA +pB)S' = A, 
成 立 ,其 中 A 是 实 对 角 阵 . 则 称 下 面 方程 组 


aU aU a0U _ 
元 十 4 了 5 十 有 


型 =。 
为 双 曲 方程 组 . 

(1) Lax — Wendroff 

利用 多 元 Taylor 展开 ,有 


i 
Uy to = Ur yd) tr yd + zy + Or) 


=U(z,y,t)— r(4 加 +B 名 + 


2 0°U 


eras az aU aU 
[4 + (AB 十 BA 55 十 肘 ay 


2L 5 和 
上 式 中 各 阶 导 数 用 相应 的 各 阶 中 心 差 商 近似 ,得 到 如 下 格式 


Ur = LU = [1— ras 二 B83) 十 


]+oce)， 


到 (A?87 H+ B87 87 )+ Br (AB + BA )5588]U7。， 
其 中 Lu 称 为 差分 算 子 ,具体 形式 是 


= 一夫 r(A8s + Boy)+ rAd B+ B87 67 ) 二 二 (AB 十 BA) 563. 


利用 Fourier 方法 可 讨论 上 式 的 稳定 性 : 
令 加 Un 二 Vrewmrrwm > 代入 差分 格式 得 到 其 传播 甜 阵 
G(r) = 1+ir(Asin wh Bsin wh)+r[A’ (cos wh—1)+ 


B? (cos wsh—1)]— rr (AB + BA )sin whsin wh. 
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如 果 4,B 是 对 称 阵 ,可 以 证 明 Lax 一 Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 是 : 


m(A)< CD< 下 
从 上 面 的 讨论 可 知 , 与 一 维稳 定性 条 件 的 比较 可 知 , 二 维 的 稳定 性 条 件 要 严格 许多 ,一 般 
随 着 空间 维 数 的 增高 ,稳定 性 条 件 越 来 越 苛刻 . 
(2) Strang 可 裂 格式 
Us = L, (DUS. 
L(t) 的 定义 如 下 : 


LA(r) = (LDLECE), 
Ln) = 1 一 于 AC(T, 一 TD 十 于 =hA(T- 21+T:'), 
LCD =1— FB(T,—T;)+ Br BT, Ea 
其 中 表示 移 位 算 子 ,T,,T, 表示 在 z,y 方 向 的 移 位 算 子 , 即 Tiu(z) 二 u(x 十 h),Ti'u(z) 一 
xw(Zz 一 jh),T, 也 是 类 似 地 定义 . 
从 上 面 的 定义 可 以 看 出 ,Li(r) 是 沿 z 方 向 的 一 维 Lax 一 Wendroff 格式. Li(r) 是 沿 > 方向 
的 一 维 Lax 一 Wendroff 格式 . 尽管 从 形式 上 看 ,差分 格式 变 得 很 复杂 了 ,但 是 它 带 来 很 大 的 好 
处 ,最 重要 的 就 是 对 稳定 性 条 件 的 放宽 . 因为 Li( 瑟 ) 的 稳定 条 件 是 wp(4) 之 2,LX(7) 的 稳定 性 
条 件 是 rp(B) 过 1. 因此 ,Strang 可 裂 格 式 的 稳定 性 条 件 是 (4) 之 2 和 p(B) 之 1. 
3. 二 维 波动 方程 的 差分 格式 


高 维 方程 组 的 差分 格式 均 可 以 推广 到 二 维 波动 方程 的 等 价 方程 组 ,在 本 小 节 中 不 做 任何 
介绍 ,下 面 仅 介绍 前 面 章节 中 不 曾 出 现 的 格式 . 
考虑 方程 
于 -+ 0 a>0, 
(1) 显 格式 


二 Sw 一 站 (Gln 十 Buy.)， 
局 部 截断 误差 是 Oe 十 如 ). 若 用 Fourier 分 析 方法 分 析 显 格式 的 稳定 性 ,通过 把 它 化 为 等 价 的 
双 层 方程 组 ,可 以 得 到 稳定 的 必要 条 件 是 ar 达 壤 "而 稳定 的 充 要 条 件 是 人 去 


(2) 交替 方向 隐 格 式 
Q@ ADI 格式 (I 工 ) 


山 


应 
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he ad 


en 


加 


3 = G02 0p + (1 — 20), + 0) 十 
(2 + (1 — 20)w, )], 
过 一 0 (Ou 一 和 2 )， 
其 中 0 过 9 过 1, 通过 上 面 两 式 消除 wu“ ,得 到 
2 一 [a ut + (1—20w, + ) 十 


BO! + (1 — 20) uw + Ou )] — 08s Cu — ul), 
忽略 最 后 一 项 ,就 得 到 二 维 问题 的 加 权 格式 

Su = 和 [C0 + (1—20Du + Ou ) + 十 (1 一 20)z + ur!)]. 
算 例 12 :考虑 如 下 二 维 波动 方程 ,请 用 ADI 格式 了 求 二 维 波动 方程 的 近似 解 
只 -于 -于 =- 0<zy<1lt>0 
ul = z+y 0<z,y<=1 
ulz=1=1+f+y uly=1=1+e+z, 0<zy<1 
对 权 参 数 0, 我 们 取 9 = 十. 


当时 间 t = 1 时 , 真 解 的 曲面 图 如 图 3. 60 所 示 . 


图 3.60 真 解 曲面 图 
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当 取 空间 步 长 有 二 0.1, 时 间 步 长 + 二 0.1 时 ,不 同时 刻 的 近似 解 曲 面 图 和 误差 曲面 图 如 图 
3.61 一 图 3.64 所 示 . 

时 间 取 0. 8 时 的 近似 解 


国 国 因 ADI 格式 近似 解 ， 空 间 步 长 0.1， 时 间 步 长 0.1，t=0.8 


0.8 


0.6 


04 
02 
0 0 


图 3.61 近似 解 曲面 图 


时 间 取 0. 8 时 的 误差 


国 泣 ADI 格式 的 误差 ,空间 步 长 0.1， 时 间 步 长 0.1，t=0.8 


0 0 


图 3.62 误差 曲面 图 
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此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr 一 0. 4050. 
时 间 取 0.9 时 的 近似 解 


国 漳 ADI 格式 的 近似 解 ， 空 间 步 长 0.1， 时 间 步 长 0.1，f0.9 


0.8 


0.4 


02 
0 0 


图 3.63 近似 解 曲面 图 


时 间 取 0. 9 时 的 误差 


国 到 图 ADI 格式 的 误差 ， 空 间 步 长 0.1， 时 间 步 长 0.1，{=0.9 


0 0 


图 3.64 误差 曲面 图 
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此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 0. 5750. 
当 取 空间 步 长 h = 0.05, 时 间 步 长 + 二 0. 05 时 ,不 同时 刻 的 近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 如 图 


时 间 取 0. 8 时 的 近似 解 


ADI 格式 的 近似 解 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.05，t=0.8 


图 3.65 近似 解 曲面 图 


时 间 取 0. 8 时 的 误差 


国 国 轩 ADI 格式 的 误差 空间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.05，t=0.8 


03 1 


02 


图 3.66 误差 曲面 图 
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此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr 一 0. 2516. 
时 间 取 0.9 时 的 近似 解 


国 国 天 ADI 格式 的 近似 解 ， 空 间 步 长 0.05， 时 间 步 长 0.05，t=0.9 


~ 02 
0 0 


图 3.67 近似 解 曲面 图 


时 间 取 0.9 时 的 误差 


国 国 国 ADI 格式 的 误差， 空间 步 长 0.05， 时 间 步 长 005，t=0.9 


0.2 


0 0 


图 3.68 误差 曲面 图 


时 | 科 学 生 工 程 计算 方法 


是 加 
此 时 的 最 大 误差 为 MaxErr = 0. 4216. 
@ ADI 格式 (I) 
人 
2 [6:0 + (1 — 20)w, + Gu) + du] 
5 


Su = [a Oe 2 十 wr) + (1—20w,) + (Om + ws ) + (1— 20w, )]. 
t 
它 也 是 二 维 问题 的 加 权 格 式 的 变形 ,上 面 两 式 消除 wu ,得 到 


un 


一 A 十 (1 一 20)u 十 Wm!) 十 
(Gt! + (1 —20Du, 十 和 和) 一 Ee. 
这 两 种 格式 利用 Fourier 分 析 方法 可 以 证 明 当 参数 0 二 证 时 ,它们 都 是 无 条 件 稳定 的 . 


算 例 13: 请 用 ADI 格式 2 求解 算 例 12 中 二 维 波动 方程 的 近似 解 。 
不 同步 长 的 近似 解 曲面 图 和 误差 图 如 图 3. 69 


ADI2 格 式 近 似 解 
时 间 步 长 100， 空 间 步 长 120， 结 束 时 间 2s 


图 3.69 近似 解 曲面 图 
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国 ADI2 格 式 误差 曲面 图 
时 间 步 长 1100， 空 间 步 长 1120， 结 束 时 间 2s 


| 
0 


FR 


图 3.70 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 值 为 0.0751. 


ADI2 格 式 近 似 解 
时 间 步 长 1/100， 空 间 步 长 1150， 结 来 时 间 4s 


图 3.71 近似 解 曲 面 图 
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ADI2 格 式 误 差 曲 面 图 
时 间 步 长 1100， 空 间 步 长 1150， 结 束 时 间 4s 


0 0 
图 3.72 误差 曲面 图 


此 时 的 最 大 误差 值 为 0. 0861. 


3.10 ” 变 系数 双 曲 型 方程 的 差分 格式 


1. 一 阶 变 系 数 对 流 方程 的 差分 格式 
考虑 变 系数 方程 


Ou au _ - 
ta =0, rE€ (一 co 十 co) 


其 中 a(Cz,t) 是 一 次 可 微 函 数 . 
变 系数 对 流 方程 和 和 常 系数 对 流 方程 一 样 ,也 有 特征 线 ,在 同一 条 特征 线 上 ,u(z,t) 是 固定 
常数 . 不同 的 是 ,此 时 的 特征 线 是 曲线 ,不 是 常 系数 的 直线 . 特征 线 函 数 z(t) 满足 如 下 方程 


dz 


= a(z,t), 


特征 线 如 图 3.73 所 示 
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| 2 
mw |o x 0 加 x 
ace 0>0 ， atx 0<0 


图 3.73 特征 曲线 族 


将 常 系数 的 Lax 格式 推广 到 变 系数 方程 ,得 到 


wh 一 去 Gun 十 风 1) 


局 部 截断 误差 是 O(r 十 尼 ). 
由 于 系数 是 变 的 ,稳定 性 的 分 析 就 无 法 直接 采用 Fourier 分 析 方法 ,下 面 采用 能 量 法 讨论 
稳定 性 . 


将 Lax 格式 改写 为 
wrt! = 二 十 好 一 二 arGon Ee 
对 上 式 两 端 同时 乘 以 ,得 到 
Co 一 责 CO 二 wD 一 二 qr Gun wu 


= ta + 二 
如 果 假 设 max | ay |r 过 1, 由 重要 不 等 式 2ab 之 a: 十 下 ,从 而 有 
Cm)? < pe +ayr)[Cuw)? + Cn)] 十 主 Q —ar) EC)? + Cam)?] 
= L(+ay) (i) 二 二 Gm) 二 主 Q 一 ar) Cn) 
[Co 2 十 Co 个 十 二 ayr[( 1)? 一 Ca)9]. 
根据 前 面 章节 离散 范 数 的 定义 ‖ ze 1 = > (CD)27， 
那么 有 
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Mn < 有 十 查 已 or 一 Go 
= 有 十 到 已 Co 一 a DG):h, 


在 此 先 假设 | 3 |< M,z € ReE [0,T]， 


由 中 值 定理 有 | ah 一 of | 入 2Mh. 
于 是 可 得 

Mur lsat+M) leli<A+M) az ie 

< (+Me)"™ wi. 

因此 un se lwl,n <T. 
于 是 得 到 稳定 性 条 件 是 max | 本 1rS1 

前 面 章节 中 对 常 系数 齐 次 方程 所 建立 的 格式 ,都 可 以 推广 到 变 系数 齐 次 方程 ,并 且 都 能 用 
能 量 方法 进行 稳定 性 分 析 . 对 于 非 齐 次 方程 ,除了 Lax 一 Wendroff 和 Wendroff 不 能 推广 到 变 
系数 非 齐 次 方程 外 ,其 余 的 都 能 推广 . 

用 能 量 方法 讨论 差分 格式 的 稳定 性 是 很 严格 的 并 且 有 很 高 技巧 的 方法 . 然而 在 实际 应 用 
中 ,大 多 采用 的 还 是 以 Fourier 分 析 方 法 为 基础 的 “冻结 系数 ”法 . 此 方法 就 是 把 差分 格式 中 的 
变 系 数 在 某 一 点 固定 看 成 常数 ,然后 用 Fourier 分 析 方 法 . 


2， 变 系数 方程 组 


考虑 方程 组 
A(z,D) 一 0， 
其 中 U(z,t) 是 p 维 向 量 函 数 ,A(zx,t) 是 pXp 方 阵 , 方 阵 的 每 个 元 素 都 是 光滑 函数 , 且 对 于 
矩阵 A(z,t) ,存在 可 逆 矩 阵 S(z,t) 使 得 
A1 (zst) 
A = 5!(z,t)A (zt)S (zt) = A 
Ap CI) 
在 本 节 , 关 于 变 系 数 方程 组 ,我 们 仅 介绍 几 种 基本 的 方法 ,也 是 常 系数 方程 组 的 推广 . 
(1) 迎风 格式 


Uy 一 四 一 到 ADO 一 DD 二 二 | 条 1(0a 一 207 十 0， 
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其 中 |4;|= 5;|4;157',S; = S(zj,t,). 
| 和 | 
12]= 


| 入 | 
它 的 截断 误差 的 阶 是 O(r 十 尼 ). 
(2) Lax 格式 
Un 一 去 (Un +U;) 
t “> 


它 的 截断 误差 的 阶 是 O(r 十 尼 ). 
(3) Lax 一 Wendroff 格式 


UP = 一 二 区 ?CU 一 U3 1) 二 二 (743? U3 一 207 十 UP )， 
它 的 截断 误差 的 阶 是 OCr 十 尼 ). 


采用 冷冻 冻结 系数 法 ,可 以 得 到 上 面 三 种 格式 的 稳定 性 条 件 
rmaxp(A’) <1. 


3. 变 系数 波动 方程 
考虑 二 阶 变 系数 线性 波动 方程 
一 起 (a(z) 4) = 0， 


其 中 0<C <<a(z) 入 Ci 
对 上 述 方程 建立 加 权 格 式 


A 
tt = At [QaAsuy! + (1— 20)aAsu’ + ajAsust!], 


其 中 


Wn — yO— Wl 
ly A 
Atu; Asu) = 之 一 


和 
通过 能 量 法 可 以 证 明 , 当 0 二 0 一 于 时 ,加 权 格式 是 条 件 稳定 的 . 当 十 <0 过 1 时 ,是 无 条 件 稳 
定 的 . 
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习题 
1. 试 分 析 对 流 方程 的 差分 格式 办 一世 十 a 生计 <== 0 的 稳定 性 。 
2. 试 分 析 对 流 方程 的 差分 格式 
Cri ri 
于 + 寺 一 0 
的 局 部 截断 误差 和 稳定 性 。 
3. 讨论 一 维 波动 方程 的 差分 格式 
TE TN 史 一介 十 史 
的 局 部 截断 误差 和 稳定 性 。 
4. 讨论 二 维 一 阶 双 曲 方程 红 十 e 下 十 6 3 一 0 的 差分 格式 
t ar 9y 
一 故 二 as 元 uy + bt 二 站 沁 
的 局 部 截断 误差 和 稳定 性 。 
上 机 练习 
用 差分 格式 计算 下 面 的 定 解 问题 。 
纶 = ,>0,0<r<2r, 
1 juz,0) = 0,%(z,0) = sinz, 
[4 
ul(0,t) = ul(2r,t),t > 0. 
ca WN 
5 一 三 )sin(z)， 1>>t>>0,0 一 xz 一 1. 
2.1u(z,0) = 0, 张 (rz,0) = z, 0 二 zz 二 1, 精确 解 u(z,t) 一 sin(zz). 


u(0,1) = 0,u(1,t) = sint, 1 二 上 二 0， 
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a 
=- >00<r<1 
3. uz,0) 一 0, 经 (z,0) 一 一 ee， 精确 解 u(z,t) 一 e 
ul0,t) = eu(l,t) = er',t>0, 
92 Es 
i :>00<r<2r 


xu(z,0) = 0,u(1,t) 一 0， 
ul0,t) 一 sin(2k 十 1)xzvt > 0. 
2 2 
5 a’ Ee t>0,0<zr<2r, 
5 ux,0) = 0,9(z,0) = sin(2h + Drz, 


ul0,t) = 0,u(1,t) = 0,t> 0. 


Ea Ea 
于 天才 t>0,0<zr<2r, 
TIE [0, 二 ]， 
6.1u(zy0) = 


1 一 zze [到 ,1， 


ul(0,t) = 0,u(l1,t) = 0,t > 0. 
要 求 :计算 一 些 节点 的 值 , 画 出 精确 解 的 曲面 图 ,分 别 取 h 二 去 ,r 一 了 0 二 了 5+ 二 元 5 
所 得 到 数值 解 的 曲面 图 ; 画 出 误差 的 曲面 图 . 
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对 流 和 扩散 现象 大 量 地 出 现在 自然 界 及 各 个 工程 领域 中 ,应 用 广泛 ,其 具体 的 表现 形式 多 
种 多 样 . 从 放 液体 漏斗 上 的 热 传 递 到 水 渗入 土壤 的 过 程 ,从 多 和 孔 渗 水 介质 的 散布 到 可 溶 物 在 河 
口 和 近海 的 扩散 ,从 污染 物 在 浅 湖 的 蔓延 到 河床 对 化 学 药品 的 吸收 ,从 可 溶 物 在 流动 液体 中 的 
溶解 到 污染 物质 在 大 气 中 的 远程 传播 等 ,这 些 输 运 过 程 ,无 不 都 与 对 流 和 扩散 过 程 密切 相关 . 
而 各 种 生产 电力 的 方法 几乎 都 是 以 对 流 扩散 作为 其 基本 过 程 的 . 甚至 在 金融 领域 ,对 流 扩散 的 
思想 在 进行 期 权 或 股票 定价 上 也 有 很 大 的 应 用 ,比如 Black 一 Scholes 期 权 定价 公式 .所 有 这 些 
的 对 流 和 扩散 过 程 的 数学 模型 可 以 归结 为 下 面 的 对 流 扩散 方程 

,EE Rt 0; 
9r 

其 中 a 是 对 流 系数 ,v 是 扩散 系数 . 

在 前 面 的 章节 中 ,已 经 讨论 过 对 流 方程 和 扩散 方程 的 差分 格式 ,两 者 相互 结合 就 可 以 得 到 
对 流 扩散 方程 的 差分 格式 . 


4.1 几 种 差分 格式 


1， 中 心 差 分 格式 
时 间 导 数 用 向 前 差 商 空间 导数 用 中 心 差 商 来 带 近 ,那么 就 得 到 了 一 种 差分 格式 . 


tl 
Wy 


2+ 
人 v , (1) 


由 Taylor 展开 易 知 ,差分 格式 (1) 的 局 部 截断 误差 为 二 arr 3 十 OK 十 好 ). 


利用 方程 中 一 一 a 给 tv 并 对 它 两 边 同时 对 + 求 导 可 得 


下 面 来 分 析 差 分 格式 的 稳定 性 ,将 差分 格式 改写 为 


六 二 zn Cup —w0 0) + rn — 2 二 地) 
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其 中 ni == ar/h,rs = vr/ 有 ,是 两 层 格式 ,采用 Fourier 分 析 方法 很 容易 计算 出 传播 因子 
Glrisrs) = 1— 2r:(1— cos wh) — insin wh, 
[Griyra)’|= risin? wh +1+4rs’(1— cos wh)’ — 4ri(l— cos wh) 
= Rt 
要 使 1G| 芝 1, 只 要 4m: 一 4rs*(1 一 cos wh) 一 n*(1 十 cos wk) 之 
即 有 4rs 一 2m? 一 (4rs* 一 ni*)(1 一 cos wh) 宇 0 


因为 1 一 cs 册 € [0,1], 于 是 4 一 2n* 之 0, 4 一 2 十 2 一 4ra 之 0. 
将 ,rs 代入 得 到 


算 例 1: 用 中 心 格式 求 下 面 方程 的 近似 解 


9 
全 十 兴 = 0， 001X ,0 <i<1, 0<zr<l, 


u(r,0) 一 er 
&(0t) = EM au(1 8) = en, 


真 解 为 wx(z,z) 二 e"””. 真 解 曲面 图 、 近 似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 分 别 如 图 4.1、 图 4.2、 图 4.3 
所 示 . 


证 真 解 


图 4.1 真 解 的 曲面 图 


[时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 近似 解 


0.4 
0.2 


3 
0 
图 4.2 中 心 差分 格式 的 近似 解 曲 面 图 


[时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 误差 


0 0 0.2 


图 4.3 ”中 心 差分 格式 的 误差 曲面 图 
2. 修正 中 心 显 格式 


根据 上 节 的 局 部 截断 误差 可 以 得 到 ,当时 间 步 长 + 不 趋 近 于 0 时, 可知 中 心 显 格式 实际 与 
如 下 对 流 扩散 方程 相 容 
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所 以 中 心 显 格式 在 实际 应 用 中 ,减少 了 扩散 效应 . 为 了 弥补 被 减少 扩散 效应 的 损失 ,在 构造 差 
分 格式 的 时 候 ,采取 一 些 补救 措施 ,增强 扩散 效应 ,使 差分 格式 更 容易 稳定 . 因此 ,在 原 对流 扩 
散 方程 基础 上 适当 地 增 大 扩散 系数 ,将 在 中 心 显 差分 格式 中 损失 的 扩散 系数 增加 到 微分 方程 
的 扩散 项 中 , 即 


Ts Ou 
Ea (2) 
然后 再 给 出 方程 (2) 人 
一 好 一 r_ 22) Wi — 2u) + wy 
vt 和 me ， 


此 格式 称 为 修正 中 心 格式 . 
下 面 讨论 修正 格式 的 稳定 性 ,由 于 中 心 显 格式 和 修正 格式 在 形式 上 完全 一 样 , 唯 一 的 区 别 


在 于 修正 格式 的 扩散 系数 是 Vv 十 各 ,因此 ,稳定 性 条 件 的 表达 式 只 要 用 vo 二 + 二 a? 代替 v 就 得 
到 稳定 性 的 条 件 ， 

r 世 训 (v 十 昌 4?)， (十 号 c) 再 苹 去 
第 一 个 条 件 显然 是 恒 成 立 的 ， 所 以 修正 显 格式 的 稳定 条 件 是 (wv 十 元 4 ) 霹 5 < 二 


算 例 2: 考 虑 算 例 1 的 方程 . 下文 站 合计 芋 人 和 让 
别 如 图 4.4 和 图 4.5 所 示 : 


证 时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 近似 解 


0.2 


0 0 
图 4.4 修正 中 心 显 式 格式 近似 解 曲面 图 
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[时间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 误差 


0.4 


0.2 
0.2 
0 0 


图 4.5 修正 中 心 格式 误差 曲面 图 
3. 迎风 格式 
在 对 流 占 优 的 扩散 方程 中 ,扩散 系数 v 在 很 多 情况 下 会 很 小 ,甚至 接近 于 0. 此 时 ,从 中 心 
显 格式 的 第 一 个 稳定 性 条 件 r< 到 可知, 时 间 步 长 必须 很 小 才 满足 稳定 性 的 要 求 ， 为 了 避免 这 


样 的 情况 发 生 , 可 以 通过 降低 空间 的 截断 误差 的 阶 作为 代价 ,得 到 相对 宽松 的 稳定 性 条 件 . 对 
流 项 用 一 阶 向 前 (向 后 ) 差分 来 盘 近 ,就 得 到 差分 格式 . 


ee i 
当 a>0 时 ， 轩 一 和 +4 和 全 一 vo 和 一 物 二 和 
5 
ee » 
当 a<<0 时 ， 内- 王八 二 oa 全 区 一 二 2 十 人 1 


很 显然 ,此 时 局 部 截断 误差 是 O(r 十 加 ). 
下 面 以 a > 0 为 例 说 明 迎 风格 式 的 稳定 性 . 
首先 ,我 们 将 迎风 格式 改写 为 


uw 


a 


Tt 2h 2 h 
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再 次 利用 中 心 显 格式 的 稳定 性 条 件 , 可 以 得 到 迎风 格式 的 稳定 性 条 件 


1 
pM 


2 1 1 T 
rv+tad),(y pl 
因为 


1 h’ 


=>r 扫 一 


2(w+ lah) “2(o 十 工 oh) 
2 2 


a EN 
(十 于 ol) 下 福王 X 


于 基体 于 下 
六 (十 五 中 )， 


因此 ,第 一 个 条 件 能 被 第 二 个 条 件 推出 ,所 以 稳定 性 条 件 是 (v 十 于 ok) 五 过 二 


算 例 3: 考 虑 例 1 的 对 流 扩散 方程 .用 迎风 差分 格式 求 近似 解 .近似 解 曲面 图 和 误差 曲面 图 
分 别 如 图 4.6、 图 4.7 和 图 4. 8 所 示 : 


证 真 解 


图 4.6 真 解 的 曲面 图 
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科学 * 二 程 计算 访 法 


[一 站 时间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 近似 解 


> 02 
0 0 


图 4.7 迎风 格式 差分 格式 近似 解 的 曲面 图 


[二 四 时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 误差 ] 


i 
己 
5 
> 
> 


图 4.8 迎风 格式 的 误差 曲面 图 
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4. Samarskii 格式 


在 迎风 格式 中 为 了 得 到 宽松 的 稳定 性 条 件 , 我 们 是 以 辆 牲 局 部 截断 误差 的 精度 作为 代价 
的 . 为 此 ,提高 精度 ,把 迎风 格式 进行 修正 . 类 似 于 从 中 心 显 格式 得 到 修正 中 心 显 格式 ,调整 扩 
散 项 的 系数 . 通过 调整 扩散 项 系数 ,使 差分 格式 的 空间 截断 误差 达到 二 阶 . 可 以 对 原 对 流 扩 散 


方程 中 的 扩散 项 增加 一 个 小 的 扰动 , 即 
Qu Qu au ， (3) 


e 为 扰动 系数 ,并 且 当 h 一 0 时 ,e > 0. 
不 妨 假设 对 流 系数 a > 0 为 例 说 明 此 格式 . 对 (3) 构造 迎风 格式 
1— 2u’ 十 wl 
好 


tv 时 


r 
为 了 使 空间 截断 误差 达到 二 阶 ,扰动 系数 e 必须 满足 一 定 的 条 件 ,下面 求 6. 
利用 Taylor 展开 公式 有 


Rs 
5 
h 3 


台 于 1,+O03)， 
RA hs 
(to + tev 二 OU) 


= vote | + On), 
EE 于 
为 了 达到 二 阶 精度 ,必须 令 


au au 
EF td azz 1 


因此 ,可 得 


Sp 


由 迎风 格式 的 稳定 性 条 件 推导 出 此 格式 的 稳定 性 条 件 为 


tl 
oN 


算 例 4: 考 虑 例 1 中 的 对 流 扩散 方程 .用 Samarskii 差分 格式 求 近 似 解 ,近似 解 曲 面 图 和 误 
差 曲面 图 分 别 如 图 4.9 和 图 4. 10 所 示 : 
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科 学 二 短 rrg5i 


巳 时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 近似 解 


02 
0 0 


图 4.9 Samarskii 差分 格式 近似 解 曲面 图 


[一 时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 误差 


0.2 
0 0 


图 4. 10 Samarskii 差分 格式 误差 曲面 图 


第 4 章 ”对 流 扩散 方程 的 差分 格式 


B 151 
5.Crank 一 Nicolson 格式 
rial 2 一 本 一 
十 a ( 2h 市 2h ) 
v (Wn — 2 + wl 十 五 一 2xu7tH 十 zi 


= 如 和 和 时 
局 部 截断 误差 很 显然 是 O( 十 如). 下面 分 析 稳 定性 
利用 Fourier 分 析 方 法 得 到 传播 因子 


(1—p+t+ pcos wh) —iTsin wh 一 2psin? 吝 ) 一 isin wh 


A 2 _ 2 
十 p 一 peos mh) 十 i 王 in sh。 (1 十 2p sin? 只) 十 isin wh 
et 
其 中 r 一 天 也 一 下， 
(1— 2p sinz 冤 ) 十 下 Sin?weh 
1G| = <1 


rE [= 
(1 + 2p sinz 爷 ) 十 下 sin 


所 以 Crank 一 Nicolson 格式 无 条 件 稳定 . 


算 例 5: 方 程 同 中 心 差分 格式 . 用 Crank 一 Nicolson 差分 格式 求 近 似 解 ,近似 解 曲面 图 和 误 
差 曲面 图 分 别 如 图 4. 11 和 图 4. 12 所 示 : 


[时 间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 近似 解 


| 
0 0 


图 4.11 Crank 一 Nicolson 差分 格式 近似 解 的 曲面 图 
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三 时间 步 长 0.0001， 空 间 步 长 0.1 时 的 误差 


图 4. 12 Crank 一 Nicolson 差分 格式 误差 曲面 图 


4.2 ”特征 差分 方法 


然而 在 力学 ,物理 和 工程 应 用 领域 ,经 常会 过 到 对 流 项 系数 远 远大 于 扩散 项 系数 的 情况 . 
从 方程 分 类 来 看 ,对 流 扩散 方程 属于 抛物 方程 或 者 椭圆 方程 ,但 是 当 对 流 项 系数 远 远大 于 扩散 
项 系数 时 , 它 又 体现 出 双 曲 方程 的 基本 特点 . 因此 ,需要 构造 精度 高 .稳定 性 好 、 适 用 于 小 扩散 
系数 ,在 本 质 上 能 反映 双 曲 方程 的 特征 形式 的 差分 格式 . 特征 差分 方法 正 是 这 一 类 方法 . 

考虑 方程 

c 况 +5 问 -器 

其 中 c 二 0,a 二 0,16 | 二 a, 都 是 常数 . 

令 忆 一刀 十 c, 与 算 子 c 总 十 65 给 相伴 随 的 特征 方向 是 


= f(z,2), (4) 


于 是 沿 4 的 方向 导数 为 


2 
PYRE—ads = fr,), (5) 
jz 
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设 点 A(z,t,) 是 区 域内 一 点 ,L 是 过 点 A 的 特征 方向 的 直线 ,直线 1 与 直线 = 1 的 交点 B(x， 
zt) ,如 图 4.13 所 示 ， 


图 4.13 特征 线 
sa 
则 z=z-&r. (6) 
则 特征 方向 导数 的 近似 值 可 以 如 下 表示 
Pp au ~ Pustn) —u(zstn) x Ls) —u(z,tn), ty 
弘 Vz—z) + T 
又 因为 。 ?一 44 二 2 时 士 内 :上 DO(i)， C8) 


xz ke 
于 是 , 令 z= zj, 将 上 面 两 式 (7)(8) 代入 (5) ,并 忽略 无 穷 小 量 , 得 到 特征 差分 格式 


eX UT) — uz 1) a —2u 十 好 
t 大 


= 有. (9) 


1. 线性 插值 的 特征 差分 格式 


因为 点 B(z,t) 一 般 不 是 网 格 节点 ,于 是 u(z,t,，) 是 无 法 直接 求 出 来 的 ,只 能 做 近似 ， 
一 般 采 取 插 值 近 似 . 

如 果 u(z,t1) 是 以 {zj) 为 插值 节点 ,以 {wu ) 为 插值 数据 构造 的 分 段 线性 (或 者 二 次 ) 插 
值 函数 , 则 称 (9) 为 基于 插值 的 特征 差分 格式 . 


首先 ,为 了 论述 简单 方便 ,我 们 假设 和 之 无 ,于 是 根据 公式 (6) ,得 到 zE [zyzi] 或 者 


工 € [ziyzi], 不 妨 假设 工 E [zj1 ,zj] 成 立 ,因此 wu(z,t,) 是 [zi ,zx;] 上 插值 数据 w-} ,wr 
构成 的 线性 插值 函数 . 则 


uz) ~ wr} 和 (10) 


其 中 工 一 一 刀 ， (11) 
把 (10)(11) 代入 (9) 得 到 一 阶 线性 插值 的 特征 差分 方法 
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< 一 可 二 5 wi 和 万 
如 果 此 前 的 假设 5 下 不 成 立 , 则 z 4 [zi 思 ] U [ziszinj. 令 


I 6 
iQ) = (is | zxn 一 工 | 王 min | zx。 一 工 |)， 

则 工 E [zu-iyztp] 或 者 工 E [zyzrpt] 于 是 xz) 是 [zxp-1szxp]( 或 者 [zio， 

zipt]) 上 插值 数据 wi xz (或 者 < ,ae5) 构成 的 线性 插值 函数 . 不 妨 假设 上 > 0, 得 到 

插值 区 间 是 [zcp- ,zw ]. 


则 z= am 一 妇 ， (12) 
进行 线性 插值 得 到 
HT) ~ + wi oa， (13) 


把 (12)(13) 代入 (9) 得 到 此 种 情形 的 线性 特征 差分 格式 . 
此 种 格式 的 局 部 截断 误差 的 阶 是 OCr 十 h). 也 可 以 通过 能 量 方法 得 到 线性 插值 的 特征 差 
分 格式 的 整体 误差 也 是 O(r 十 加 .详细 的 过 程 不 在 本 书 中 讨论 . 


2. 基于 二 次 插值 的 特征 差分 格式 


设 r 充 分 小 ,使 得 ze [zj ,zin], 于 是 在 子 区 间 [zj1 ,zjw] 上 讨论 二 次 插值 ,插值 节点 是 
zziyzH 插值 数 据 是 ww ,ww. 设 4 1,4 ,Lr 分 别 是 三 个 节点 的 Lagrange 插值 基 函 
数 , 则 


bi(z) = 一声 (一 2)(z 一 zh)， 


ee My Te 


2h* 
ll(z) = 一 声 (z — zi) (zx— Zz). 
于 是 ,二 次 插值 函数 
工 (zt i) = wl (7) + u(x) + ul ln (zx), (14) 
令 4 = 一 乞 , 则 有 三 二 zz 一 以 ， 
1 一 >、 和 
CD) = 一 六 人 一 一 xin) 一 一 圭一 oo， 


HiT— TIT— Tn) = (ol+o), 
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2 二 一 声 E-z (zz) = 0 Fd 


把 上 面 三 式 代 人 (14) ,得 到 


Lg) = +) 1 aur + 
了 Ce 


用 插值 函数 值 L(z,t,，) 作为 u(z,t 1) 的 近似 值 , 即 wx(ztv:) 二 L(z,t1). 因此 得 到 二 次 插 
值 的 特征 差分 格式 . 
通过 能 量 分 析 法 得 到 此 格式 的 整体 截断 误差 是 Or 十 尼 ). 
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5.1 ”椭圆 方程 的 差分 格式 


考虑 二 维 Poisson 方程 和 Laplace 方程 
Fu 9 
—Au= 5 =f(zy), (zy€ QM) 


和 一 (下 二 2) =0， (zyED) 
ray 
其 中 2 是 z 一 ?平面 的 有 界 区 域 , 其 边界 是 由 分 段 的 光滑 曲线 段 组 成 的 . 为 了 简单 起 见 , 先 考虑 


取 9 为 矩形 区 域 
Q={(z,y 10<r<a0 <y<b)}, 


则 其 边界 是 四 条 直线 段 . 
对 9 剖 分 网 格 如 下 . 将 区 间 [0,a] 和 [0, 刀 分别 N 和 M 等 分 , 则 工 轴 方 向 的 步 长 如 一 站， 


y 轴 方 向 的 步 长 h。 = 专 , 记 Zi 二 认 1,y, 二 讼 ,用 两 组 平行 线 x 二 zx 和 y = y; 将 矩形 划分 为 


小 矩形 ,那么 0 网 格 剖 分 的 点 为 
= {zy) |0Si<N,0<i<M). 


0 内 部 的 网 格 点 为 
B={0 |1SiZN-11<i<M-1). 
所 示 . 


边界 节点 的 集合 为 30, 一 OA 0, ,如 图 5. 1 


图 5.1 矩形 网 格 剂 分 
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1. 五 点 差分 格式 
对 于 Poisson 方程 ,考虑 在 内 部 节点 的 取 值 , 即 
[2 +C5 =- [f(s 
分 别 对 z,y 方 向 用 Taylor 公式 有 
12 gz 
3 h,* du 
pe 一 2u t+ wn) = (Gy 十 17 了) 一 万 ， 
上 面 两 式 相 加 ,并 且 忽略 高 阶 无 穷 小 量 ,得 到 五 点 格式 : 


Guo 一 2u + uty) = (PE) + (€y)) 


1 
hi 


Wit — Duy 十 wy | Uist — Zuy + tp 


如 人 -fs 
局 部 截断 误差 为 
hi’ atu ha? atu 
Ro = 1 a De D) 
算 例 1: 考虑 用 五 点 差分 格式 求 方程 的 近似 解 ， 
TD OAR OR 


EE 
u(xzs0) = x, ulz,l)=1+z’, 0<z<l1, 
zx(0,y) = ul,y) =1+y, 0<y<l. 
偏 微分 方程 的 精确 解 为 :u(x,y) = zx 十 y ,其 曲面 图 如 图 5.2 所 示 , 近 似 解 的 曲面 图 和 误差 的 
曲面 图 分 别 如 图 5. 3 和 图 5. 4 所 示 . 


[EE 


02 
中 02 


图 5.2 真 解 曲面 图 
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图 学 拖 工 得 计算 方法 


A 
轩 五 点 差分 格式 的 近似 解 ， 步 长 均 为 0.1 


0 0 


图 5.3 近似 解 曲面 图 


分 格式 的 误 莽 ， 步 长 均 为 0.1 


2. 九 点 格式 

为 推导 简单 起 见 ,我 们 令 如 一 hs 一 及, 节点 及 标号 图 5.5， 
也 ,D: = ;区 -, 那 和 通过 简单 的 微分 运算 得 到 
区 CTZCJ 。 

外 十 下 一 生 A， 铝 一 归 D?， 

¢ + = (C7): —287 = ht (A —2D'). 


9 
i 
令 到 h 
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图 5.5 节点 结构 


则 由 Taylor 公式 并 采用 上 面 的 记号 ,x(z 十 如 ) 的 Taylor 展开 式 可 以 写 为 


二 到 时 
uz 二 避 二 (1+h 是 + 生起 十“ + 车 uD) = eulz), 
由 此 可 得 
0 etuo [1 euo Su e uo sw 一 e Wo rus Na erro, 


记 S; 一 旭 十 如 十 由 十 wyS: 二 us 十 ws 十 wr 十 we. 则 
和 
CE 一 + 二 合十 合十 血 二 1+ 二 要 十 要 十 匣 


十 1 一 & 十 徊 一 三 十 生 十 1 一 7g 二 要 一 村 十 于 ) 二 Oh) 
= 4us 十 甩 Auo 十 二 A —2D')u + Ohs). 
同 理 可 得 
S: = hus + 2hr A 十 言 以 CA + 4D' Yu + OG). 
从 上 面 2 个 式 子 消除 D'wu ,并 忽略 高 阶 项 ,得 
451 十 S — 20u, = 6h: fy 十 到 ieAA 


这 就 是 九 点 差分 格式 . 从 上 面 的 推导 可 以 知道 此 格式 的 局 部 截断 误差 是 四 阶 的 . 
算 例 2: 以 例 1 中 的 方程 为 例 , 用 九 点 差分 格式 求 近似 解 和 误差 . 
解 :根据 九 点 差分 格式 


4S1 十 S 一 20uw = 6h*f; 十 直 h'Afs>20u = 4S1+S,— 6h:fy — Afs 


4S 十 S 一 6h*f 一 喜 hAfs 


Wy = » 


5 20 


将 Si = wi 十 us 十 tipi 十 wijn19S2 一 Wi 十 ah 十 2 十 zh 


代入 得 w; = 
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科 学 = ah 法 


4 十 wy 十 tp 十 pn) 十 (ip 十 it 十 Hi 十 Wn) 一 6h 所 一 和 
20 四 
利用 Matlab 求解 此 问题 得 近似 解 的 图 形 如 图 5. 6 所 示 . 


0 0 
图 5.6 近似 解 曲面 图 


误差 的 曲面 图 如 图 5. 7 所 示 


[sr 九 点 差分 格式 的 步 长 均 为 0.1 
10-5 人 人 本 了 
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3. 积分 方法 的 差分 格式 


假设 z,y 方 向 的 步 长 相同 , 记 sy 一 (i 士 二 )h,ys} 一 士 二)h, 在 如 图 5.8 所 示 的 区 域 


上 考虑 方程 ， 


yj 


1})， 


D= {(z,?) | rr J 


对 微分 方程 两 端 在 区 域 D 上 积分 , 即 
站 rs 性 lsdy 
对 积分 方程 的 左 端 利用 Guass 公式 得 


,~— audzdy -| EH 小 + + a = Sas 


有 OA 并 ) 


4 Qu) 1 


Qi 让 ,D 


有 


通过 Guass 公式 将 区 域内 部 积分 转 到 边界 上 的 积分 ,由 于 积分 区 域 是 平行 于 坐标 轴 的 和 矩 
形 区 域 ,实际 上 边界 上 的 积分 是 定 积分 , 即 对 于 在 边 4 上 ,因为 1, 边 平行 于 z 轴 , 则 它 的 外 法 向 
就 是 > 轴 的 负 方 向 , 弧 长 的 微分 ( 弧 微 分 ) 是 ds = dz, 因 此 有 


Ee Qu 
i 
对 上 式 得 右 端 ,再 利用 中 和 矩形 积分 近似 公式 得 到 
o_o 、 
上 Ed = 一半 ph+ OR), 


然后 利用 一 阶 中 心 差 商 ,可 得 
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科学 $= 开 i 


-Es 1 A+ OR) =— ht+ OC ), 


因此 
| gs =— Ei ,ht OR), 
a h 


对 于 在 边 /; 上 ,因为 2 边 平行 于 y 轴 , 则 它 的 外 法 向 就 是 工 轴 的 正方 向 , 弧 长 的 微分 ( 弧 微分 ) 


是 ds = dy, 因 此 有 
a au 
Bn = Bz dy 
对 上 式 得 右 端 , 再 利用 中 矩形 积分 近似 公式 得 到 
= 关 dy =— 业 (zy yh + OR), 
然后 利用 一 阶 中 心 差 商 ,可 得 


— 半 (zy yh + ON) =— + O(n), 


因此 
| as = -er “ht Od). 
9 
可 以 类 似 地 计算 其 他 两 边 上 的 积分 
a 
,a 2 dz = RE yh+ ON) = ht Oh), 
站 关 = 关 Dh+ OD) = ti 十 On) 
a ly Ty 


于 是 可 以 得 到 差分 格式 , 即 5 点 格式 
Wi + uns + ui + ui — dus = h? fi. 
注 :(1) 关于 积分 区 域 的 选取 ,选择 积分 区 域 的 方法 不 同 , 得 到 的 格式 也 有 所 不 同 ,在 上 面 
所 给 的 方法 中 ,积分 区 域 是 围绕 节点 的 矩形 ,也 可 以 直接 用 差分 的 网 格 作为 积分 区 域 , 或 者 在 
非 矩 形 网 格 (例如 三 角形 网 格 ) 分 格 积分 区 域 , 如 图 5. 9, 或 者 对 偶 剖 分 的 区 域 ,如 图 5. 10. 
(2) 采用 不 同 的 数值 积分 或 者 不 同 导 数 近似 ,比如 梯形 积分 公式 或 者 向 前 差分 等 等 ,也 可 
以 得 到 不 同 的 差分 格式 . 
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图 5.9 


5.2 ”椭圆 方程 的 边界 离散 处 理 


1. 矩形 区 域 


第 一 类 边界 条 件 : wx(z,y) = aCz,y),(Cz,y) € 30. 
离散 边界 条 件 wy = uCzi,yj) = aCziyy)，Czyy) € 90,. 


第 二 类 边界 条 件 或 者 第 三 类 边界 条 件 : DE +p 一 PCz,y), (zy) € an. 


当 y=0 时 ,就 是 第 二 类 边界 条 件 . 此 时 离散 边界 条 件 的 处 理 , 如 同 前 面 双 曲 方程 的 边界 处 理 一 
样 ,增加 虚拟 网 格 , 于 是 得 到 如 下 的 离散 边界 格式 


+ pnp = Buys 
和 pg = ys 


2h 


2. 一 般 区 域 


当 方 程 的 区 域 是 一 般 区 域 时 ,此 时 ,方程 的 边界 与 差分 格式 的 边界 不 一 致 . 下 面 分 别 讨论 
第 一 类 边界 条 件 和 第 三 类 边界 条 件 的 处 理 方法 . 
第 一 类 边界 条 件 ,下 面 给 出 两 种 离散 边界 的 方法 : 


7 a | 
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科 学 天 ip 法 
| a 

方法 1 ,直接 转移 法 ,就 是 在 原始 连续 边界 上 找 一 个 离 离散 边界 最 近 的 点 作为 离散 边界 节 

点 的 值 ,比如 ,如 图 5. 11 所 示 ， 离 散 边 界 节点 卫 是 定 解 区 域内 部 点 ,此 点 函数 值 是 未 知 ,但 在 差 


分 格式 计算 时 是 必须 已 知 ,我 们 采用 直接 转移 法 , 离 P 点 最 近 的 边界 点 是 B, 则 令 u(P) = 
u(B). 


方法 2: 线 性 插值 法 
离散 边界 上 的 节点 已 可 以 用 Q 和 1T 两 点 作 线 性 插值 得 到 . 设 TP = 6, 则 
> 6 
机 十 五 二 和 
当然 ,我 们 还 可 以 用 更 高 次 的 多 项 式 进行 插值 ,比如 二 次 插值 . 在 此 我 们 不 作 氢 述 . 


第 三 类 边界 条 件 , 下 面 给 出 两 种 差分 格式 离散 边界 条 件 的 方法 . 
首先 从 简单 的 开始 , 当 离 散 边 界 节点 在 微分 方程 边界 上 时 . 如 图 5. 12 所 示 . 


图 5. 12 


方法 1: 如 果 边 界 曲线 的 外 法 向 与 坐标 轴 平 行 , 则 有 
i au _ ,9 
疆 = 土 苇 ;或 者 半 一 十 下， 
于 是 第 三 类 边界 条 件 的 离散 边界 条 件 为 


+ DF 十 和 u(P) 一 PCP)， 


其 中 当 外 法 向 与 坐标 轴 的 正 向 相同 时 , 取 正 号 ,否则 取 负 号 . 
如 果 边 界 曲线 的 外 法 向 与 坐标 轴 不 平行 , 则 


auCP) _ Bu En 
yr (n,z) +t ay (ny), 
HP oos (nz) + PF Reos (ny) 十 YXCP)u(P) = BP). 


方法 2: 积 分 插值 法 ,利用 积分 守恒 形式 ,积分 守恒 最 大 的 好 处 就 是 很 容易 针对 第 二 或 者 第 三 
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类 边界 条 件 在 边界 点 上 建立 离散 边界 条 件 的 差分 格式 . 

假设 点 P(i,j) 是 微分 方程 边界 上 的 点 ,如 图 5.13,P1(i 一 1,j) .Ps(i,j 十 1) 是 与 点 P 相 邻 
最 近 的 内 节点 . 分 别 过 线段 PP1 、PP; 的 中 点 分 别 作 坐标 轴 的 平行 线 ,平行 线 相交 于 点 A, 它 们 
分 别 交 于 30 于 B,C, 由 此 得 到 一 曲 边 三 角形 ABC ,点 卫 在 曲 边 BC 弧 上 . 取 三 角形 ABC 作为 
积分 区 域 . 对 方程 两 边 在 三 角形 ABC 上 积分 


图 5.13 


| Pes = +f + |) Pas = {fdrdy, 


Ou NS 一 2 
Je = | Se 1 Ac1, 
Pas = [8— rds ~ (py — mus) | BC | 
所 一 为 


[fdzdy ~ Pisuuc. 
其 中 | AB |, | AC |, | BC | 分 别 是 曲 边 三 角形 三 边 的 长 度 . 综合 上 面 四 个 式 子 得 到 边界 点 离 
散 差分 格式 : 
| AB | 十 区 ie | AC |+ (By; — Yous) | BC |= foS we. 


积分 插值 法 有 如 下 优点 ,第 一 ,避免 在 边界 点 上 近似 法 向 导数 ,利用 积分 插值 法 ,误差 小 ， 
特别 在 边界 不 与 坐标 轴 平 行 时 ,更 是 具有 很 好 的 性 质 . 第 二 ,用 积分 插值 法 构造 的 差分 格式 的 
系数 矩阵 是 对 角 线 元 素 占 优 的 矩阵 . 如 果 区 域 边界 用 折线 段 近 似 , 折 线段 的 顶点 都 是 网 格 线 的 
交点 ,那么 矩阵 还 是 对 称 的 . 这 些 性 质 会 给 求解 方程 带 来 很 多 方便 . 

如 果 离 散 边界 节点 不 在 微分 方程 边界 上 ,首先 将 离散 边界 的 节点 转移 到 连续 边界 上 最 近 
的 点 .然后 再 利用 上 面 的 各 种 方法 类 似 地 得 到 离散 边界 条 件 . 
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5.3 ” 变 系数 椭圆 方程 的 差分 格式 


考虑 方程 


9 9 
一 起 (alz,) 3) 一 下 人 人) 2 十 c(Czyy)x = f(x,y), 
其 中 az,y) > ae 二 0,cCz,y) 之 0,f(z,y) 都 充分 光滑 . 


1. 直接 差分 方法 
与 常 系数 方程 类 似 , 分 别 对 两 个 方向 的 偏 导数 用 中 心 差 商 代替 , 即 
邯 Cacz') 2 一 于 (oo 和 生生 一 a 和) 十 OCh)， 


(az 名 一 于 Co 和 于 一生 一 a 于 村 和 十 OCh?)， 
y 


将 上 面 两 式 代入 微分 方程 ,并 忽略 无 穷 小 量 ,得 到 差分 格式 


Mitli 一 Wy 


h 


站 (at Wy Het) 


Ht 一 克 


十 再 Co 和 
局 部 截断 误差 是 OCh?). 


2. 有限 体 积 法 (积分 差分 方法 ) 


记 zay == Gi 士 吉 )h,ys4 一 (j 土 去 六 ,在 如 下 区 域 上 对 方程 积分 ， 
Ds = {(z,y) | zi4 es TH EY Ej }, 
9 9 
即 有 由 [一 艺 Cecz,y) OE) 一 艺 cc 号 clzsy) drdy =[, fc,wardy, 


(ary) EE)dzdy Es i dy EC,y) dz 


Dy sz 9 并 


1 
Vg 


一 人 [az 2 Ez4 7 一 az 到 (ze 二 9]dy。 
oe 


对 上 式 右 端 用 中 矩 形 积分 近似 有 


3 faceng oy) Eg — ers Ezy) Jdy 
5 


= [a(z#4 ,5) rn 3) —alzis sy) Cz, 13;)Jh + OC ). 


5 
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同 理 有 
[ Balz, 2 dzdy 
Ds 9. 


= 三 x, ,YH4) — alzis yy 4) Et )Jh + Oc’), 


], cz udzdy = cyuoh! + OCh') | fz dzrdy = foh’: + Oh'). 
再 由 一 阶 中 心 差 商 近似 一 阶 导 数 


u(r »9;) a dS Mi 了 Cz 13;) eA i 3 
对 于 y 方向 的 偏 导数 也 可 以 类 似 地 得 到 . 
综合 上 述 ,并 且 忽略 高 阶 无 穷 小 量 得 到 

— 站 [ayy Gun — wm) —arty Cu — we)] 

— 直 [end Gum 一 ui 一 as 一 wu 二 eva = fy 


这 与 直接 法 得 到 的 五 点 格式 完全 相同 . 

积分 插值 法 最 大 的 优点 在 于 对 积分 区 域 的 灵活 性 , 它 不 但 适应 于 矩形 网 格 , 它 还 可 以 应 用 
于 其 他 比较 复杂 的 区 域 , 比 如 三 角形 网 格 剖 分 、 非 矩形 网 格 的 四 边 形 网 格 剖 分 . 在 下 章 讨论 有 
限 元 的 时 候 , 再 详细 讨论 其 他 网 格 剖 分 ,积分 插值 法 (有 限 体积 法 ) 有 类 似 于 有 限 元 的 地 方 . 具 
体 细节 下 章 讨论 . 


3. 极 坐标 形式 的 差分 格式 


在 椭圆 方程 中 ,我 们 经 常 遇 到 微分 方程 的 定 解 区 域 是 圆 域 . 环 形 域 或 者 扇形 区 域 . 此 时 采 
用 极 坐标 比较 方便 . 利用 坐标 变换 
工 一 rcos 0， 
y = rsin 0, 
Poisson 方程 可 以 化 为 


19u__ 
lor r 半 )+ 寺 强 一 fr,0). 


并 且 坐标 变换 将 zoy 平面 上 圆 域 环形 域 或 者 扇形 区 域 映射 为 -一 9 平面 上 有 界 和 矩形 区 域 和 半 
带 状 区 域 , 即 {(r'6) 109<2x,0<r<R}({(r,D) 10<0<2rR <r<R,} 和 {(r,0) | 
0 委 9 和 和 ,0 和 ~ 私 co). 进 行 类 似 于 直角 坐标 下 的 矩形 前 分 ,不 妨 假设 步 长 都 为 等 步 长 的 ,在 
r 轴 方向 的 步 长 为 h ,0 轴 方 向 的 步 长 为 有 

从 上 面 的 方程 可 以 看 出 , 当 系数 -一 0 时 ,系数 是 奇异 的 . 为 此 ,我 们 补充 条 件 


科 学 * = 5 


168 本 
和 
limr 洋 一 0. 


首先 考虑 ,节点 不 在 r 一 0 平面 的 9 轴 上 时 的 差分 格式 ,可 以 利用 前 面 的 变 系数 的 方法 得 到 这 些 
节点 满足 的 差分 格式 


A kh A 一 2 十 二 

rih® rik’ 

现在 考虑 当 节点 在 0 轴 上 时 的 差分 格式 ,利用 积分 插值 的 方法 ,选取 的 积分 区 域 为 [e,h] X 

[b-+ ,bt]. 首先 对 微分 方程 的 两 边 同 时 乘 以 ,然后 积分 ,再 对 。 求 极限 ,最 后 利用 中 矩形 积 
分 公式 以 及 差 商 与 微 商 的 关系 得 到 


让 cs 一 wo 一 证 一 2u0y 十 wow) = fo 
联 立 上 面 两 个 式 子 得 到 极 坐标 下 的 差分 格式 . 
上 机 练习 
用 差分 格式 计算 下 面 的 定 解 问题 


Fe 
G+ = 6+Y 0 <r<10<y<l 


“ |u(z,0) = zx ,u(rz,0) = 1+z’,0<r<l1, 精确 解 x(z,y) 一 zx 十 y. 
u(0,y) = yu0,y) =1+y ,0<y<l1. 

EA 

(gz + gy) =0,0<z<1,0<y<!]1, 
2. u(0,y) = siny cosyu(l,y) = e(siny++ cosy),0 yl1, 


u(T,0) = eu(z,1) = (sinl+cosl),0<z<1. 
精确 解 u(x,y) 一 e*(siny 十 cosy). 


gu 92 ， 
一 GH +a = (rx—De'sin(xy),0<zr<2,0<y<1, 


u(0,y) = sinryy,x(1,y) = esinxy,0 < yl1, 精确 解 x(z,y) 一 ersinry. 
uCzy0) = 0,u(z,1) 一 0,0 一 工 一 1. 


a ee ek Ey 
要 求 :计算 一 些 节点 的 值 ; 画 出 精确 解 的 曲面 图 ;分 别 取 hh 二 50,r 二 J00;h 二 J060’r 一 206 
所 得 到 数值 解 的 曲面 图 ; 画 出 误差 的 曲面 图 . 


第 6 章 ”数学 物理 方程 的 变 分 原理 


前 面 几 章 介绍 了 用 差分 方法 求解 偏 微分 方程 的 近似 值 , 在 本 章 和 第 七 章 将 介绍 另外 一 种 
重要 的 数值 求解 方法 一 一 有 限 元 方法 求解 偏 微分 方程 . 这 种 方法 属于 变 分 法 的 范畴 ,有 限 元 
方法 是 古典 变 分 法 与 分 片 多 项 式 相 结合 的 产物 . 首先 介绍 变 分 问题 . 


6.1 古典 变 分 问题 的 例子 


例 1 最 小 曲面 问题 
设 zoy 平面 上 的 开 区 域 Q ,其 边界 记 为 92, 在 32 上 给 定 函 数 4 |ao 一 8(z,?),9(z,y) 是 
已 知 函数 ,于 是 得 到 一 空间 曲线 C: | 1?“ ， “其 中 量 面 >,FCz,yvz) 一 0 正 是 所 要 求 的 
曲面 ,此 曲面 要 求 满足 的 条 件 是 由 曲线 C 在 空间 中 所 张 成 的 曲面 面积 最 小 

由 微 积分 的 知识 可 以 推导 出 曲面 3:FCz,y,z) = 0 在 开 区 域 9 上 的 面积 表达 式 . 

不 妨 假设 函数 FCz,y,z) 一 0 满足 隐 数 存在 定理 的 条 件 , 即 有 = = /(z,y), 则 曲面 的 面 


积 为 
S = +h 二 GD dzdy. 
很 显然 ,曲面 面积 是 关于 函数 f(x,y) 的 函数 ,因此 面积 S 是 函数 f(x,y) 的 泛 函 . 其 中 函数 
f(z，,y) 必须 满足 如 下 条 件 :(1) 存在 连续 的 一 阶 偏 导数 ,(2) f(x,y) 在 边界 30 必须 与 pCz,y) 
相等 . 用 集合 的 概念 描述 为 
flz,y) E K= {uluE€ CM ulm = pr,y))}, 
于 是 , 求 最 小 曲面 问题 就 可 以 转化 为 如 下 泛 函 极 值 的 问题 
求 f。E€ 天 ,使 得 
SG) 和 SC ,VEK. 
例 2: 最 速 降 线 问 题 
求 一 条 曲线 ,质量 为 m 的 质点 在 重力 的 作用 下 , 沿 此 光滑 曲线 无 摩擦 运动 ,使 质点 从 点 
A(0,0) 下 降 到 点 B(a,b) 的 速度 最 快 或 者 时 间 最 短 . 
设 任 意 一 条 过 A,B 两 点 的 曲线 的 方程 为 y = y(z) ,点 尸 是 曲线 上 的 任意 一 点 , 则 质点 过 


此 点 的 速率 是 "一 下 ,由 能 量 守 便 有 


1 
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了 全 a mgy 一 至 一 VZgy . (1) 
其 中 * 是 质点 所 走 过 的 路 程 , 即 从 A 点 到 PP 点 的 弧 长 . 由 弧 微分 公式 
= Vi+y dz, (2) 


把 (2) 代入 (1) 有 


/i+y 至 = A te 
1+y 一 V2gy 或 者 di 一 A dz, 


对 上 式 两 边 进行 积分 得 到 从 A 点 到 B 时 间 为 
T= 下 2 
Vigy 
曲线 y = y(z) 要 满足 如 下 条 件 :(1) 函数 >(z) 存在 一 阶 导数 ,(2) 点 A(0,0),B(a,b) 必须 在 
曲线 上 , 即 y(0) = 0,y(a) = b. 用 集合 的 概念 描述 为 
={y|y€C'[0,a],y(0) = 0,y(a) = 6b}. 

于 是 , 求 最 速 下 降 问 题 就 可 以 转化 为 如 下 泛 函 极 值 的 问题 

售 y E K, 使 得 

T(y) < Ty ,VyE€EK. 


例 3: 等 周 问 是 
在 周 长 为 1 的 所 有 平面 光滑 的 封闭 曲线 中 , 求 所 围 面积 最 大 的 曲线 . 
设 封 半 册 线 的 参数 方程 为 (二 ”， 0 < * < 了, 由 弧 长 公式 有 ,曲线 方程 应 该 满足 如 
下 方程 
人 (3) 
由 封闭 曲线 所 围 成 的 面积 公式 有 
SGz,) = 至 | zdy 一 ydtz= 于 [co 一 oOds 
曲线 = Se 0 过 s 过 要 满足 :函数 z(s) 和 y(s) 存在 一 阶 导数 ,(2) 函数 z(s) 和 y(s) 


满足 (3). 用 集合 的 概念 描述 为 


= {(z,» 1z'y € CC0,TJ,| /于 ”+ (Yd = 小 


于 是 ,等 周 问题 转化 为 如 下 泛 函 极 值 的 问题 
性 xzoyyo E 天, 使 得 
SGro,y) > 5S(r,y), Vr,y EK. 
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例 4:( 短 程 线 问题 ) 

求 在 曲面 F(z,y,z) = 0 上 给 定 两 点 A(zi,y ,zi),B(zs,yzz) 之 间 最 短 曲线 的 方程 . 比 
如 ,球面 上 任意 两 点 之 间 的 球面 上 距离 最 短 的 曲线 就 是 过 这 两 点 的 大 圆 的 劣 弧 . 

设 工 为 参数 ,曲面 上 的 光滑 曲线 用 参数 方程 y= y(z) ,z = z(z) 表示 . 那么 过 A,B 两 点 的 
曲线 长 度 为 


LEY = e VI TF dz, 
师 


y(7x) 


曲线 |> ,zi 过 ZZ 芝 zi 要 满足 : (1) 函数 y(z) 和 z<(z) 存在 一 阶 导数 , (2) 函数 满足 


z= z(zx) 
?Cr = 一 wyz(Cz) 二 zi(i 二 1,2). 用 集合 的 概念 描述 为 
K= {(y,z) | y,z € CI[zizr],y(zi) = yioz(7i) = zi}(i = 1,2), 
于 是 ,短程 线 问题 转化 为 如 下 泛 函 极 值 的 问题 
求 yo ,z。E K, 使 得 
L(yo,z0) L(y,2), Vy,z EK. 
总 结 上 面 四 个 实际 问题 的 例子 ,都 是 研究 泛 函 在 某 个 集合 上 的 极 值 问题 . 这 就 是 古典 变 分 
问题 . 下 面 考虑 一 般 的 变 分 问题 . 


6.2 ” 变 分 法 


1. 二 次 函数 的 极 值 问题 


变 分 法 是 构造 微分 方程 数值 解 的 基础 ,有 很 重要 的 实际 和 理论 意义 . 为 了 易于 理解 ,首先 
以 大 家 较为 熟悉 的 nn 元 二 次 函数 的 极 值 问 题 为 例 , 介 绍 变 分 法 . 
在 nn 维 欧 氏 空间 考虑 二 次 函数 


i a 
了 (zy = Ep asjzizi 一 2 bixi, 
令 4= (ay)wnray 二 aiox 二 (Ti,Ta) Tb 二 (by,…,b,)" ,并且 和 矩阵 A 是 正定 的 , 则 
Je) 一 于 (Ara 一 (ba 


其 中 (*,") 表示 n 维 欧 氏 空 间 中 的 向 量 内 积 . 
由 微 积分 的 知识 ,二 次 函数 在 点 x。 一 〈z?, 式 ,… ,zx?)" 取 极 值 的 必要 条 件 是 


aJCo _ 


2 avz? —b =0, i=1,2,.,n, 


j=1 


即 Ax。 一 b= 二 0. 
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下 面 从 另外 一 个 角度 来 讨论 二 次 函数 的 极 值 问题 . 

设 二 次 泛 函 J(x) 在 xz 达到 极 小 , 则 对 于 一 切 xE R",z 天 0,aER, 令 9(a) 一 J(xzo 十 ox)， 
则 gla) = J(xo 十 ax) 三 J(zo) = gpg(0). 于 是 ,把 多 元 变量 的 函数 极 值 问题 转化 单 变量 函数 极 
. 值 问题 . 


9la) = J(x toar)= 去 Chrs +aAx,xo tar)— (b,xo +ax) 
De [ar Xo0) a(Axo,x) +a(Ax,xo) +a (Ax,x)]— (b,xo) —a(b,x) 


a 
= J(x0) 二 a(Axo —b,x) 十 Ax ,x). 


车 pla) 在 a = 0 达到 极 小 有 gp (0) = 0, 即 
(Axo—b,x) 一 0,VxER"， 
因此 Axo 一 b = 0. 
又 因为 a = 0 是 极 小 值 点 , 则 有 gp "(a) = (4xr ,x) > 0, 则 有 和 矩阵 4 是 正定 的 . 
假设 矩阵 4 是 正定 的 , 且 Ax。 一 b 二 0, 因此 有 


2 
8(a) = J(x0) + Arr) 1x) 一 9(0)， 


当 且 仅 当 二 0 时 ,等 号 成 立 . 于 是 有 如 下 定理 成 立 . 
定理 : 若 和 矩阵 4 是 对 称 正定 阵 , 则 下 面 三 个 命题 等 价 : 
(Dxo 是 方程 hx 一 b 一 0 的 解 . 
(2) (Axo ,x) 一 (b,x) 一 0 对 一 切 xe R" 成 立 . 
(3)xo E R" 是 二 次 函数 J(x) 的 极 小 值 点 , 即 (xo) = minJ (x). 


ER 
2. 泛 函 的 极 值 问题 
考虑 实 值 泛 函 
JGo = | rcrvevodr， 
其 中 f(z,u,u ) 是 R* 上 的 某 个 区 域 上 的 二 次 连续 可 微 的 函数 . 再 考虑 一 个 函数 集合 KK, 例如 ， 
C[La,b] = {f(z) | f(z) 在 [a,6b] 上 连续 }, 称 为 连续 函数 空间 ， 


C'[a,6] = {f(z) | f(z) 在 [a,6b] 上 连续 } , 称 为 一 阶 连续 函数 空间 ， 
Ci[La,b] = {f(z) | f € CLa,b],fla) = f(6) 一 0)， 


[as 亲 一 {f(z) | | 产 Cr)dz < <}, 称 为 平方 可 积 函 数 空间 


等 等 ,这 些 集合 称 为 容许 函数 类 集合 . 
变 分 法 的 典型 例子 是 : 求 函数 w € K ,使 得 
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J(u) = min] (w). 
如 果 泛 函 的 形式 不 同 ,容许 函数 类 不 同 ,就 可 以 得 到 不 同 的 变 分 问题 . 
由 于 求解 变 分 问题 一 般 都 很 困难 ,经 常 无 法 断定 变 分 问题 是 否 有 解 ,或 者 有 几 个 解 ,至 于 
求 出 它 的 解 更 是 困难 重重 . 在 本 书 中 ,为 了 讨论 的 简单 , 仅 讨 论 比较 简单 的 泛 函 在 某 些 特殊 的 
函数 类 上 的 极 值 问题 . 其 具体 求法 与 微 积分 中 求 函 数 极 值 问题 类 似 . 下 面 讨论 求 泛 函 极 值 的 方 
法 . 首先 给 出 如 下 定理 . 
定理 ( 变 分 基本 引 理 ) 设 f(z) E C[a,6], 且 对 一 切 g(x) E C3[a,5], 如 果 


3 
| reoscodz=。， 


则 f(z) = 0,Yze [a,b]. 
证 明 略 . 为 了 简单 便于 理解 ,我 们 只 给 一 维 时 的 变 分 基本 引 理 ,高 维 的 变 分 引 理 类 似 ,在 此 不 作 
过 多 叙述 , 

为 了 讨论 泛 函 的 极 值 , 给 出 类 似 于 微 积分 中 的 一 些 概念 . 比如 邻 域 . 极 值 等 . 

设 函 数 集合 KK, 函数 / E K, 则 称 8(/) = {gf(z) 一 g(zx) | 一 se,YzE [a,b]) 为 函数 
f(z) 的 邻 域 . 

如 果 函 数 f E€ K, 且 对 任何 g(x) E 6(f) 都 有 J(f(z)) 三 Jg(z)), 则 称 函 数 f(x) 是 泛 
函 J(。) 的 局 部 极 小 值 . 

现在 讨论 局 部 极 小 值 的 必要 条 件 . 设 函 数 f(z) 是 泛 函 的 局 部 极 小 值 . 考虑 给 函数 f(x) 一 
个 微小 的 摄 动 ,得 到 一 个 新 函数 

f.(7) =:f(7) + on(z), 

其 中 xx) € Ci[a,b],a 是 充分 小 的 实数 ,使 得 f.(z) € 6C/). 


考虑 泛 函 J(7) = | FCz,7,7)dz, 风 


,» 
J(f +an) =| F(z f(z) + oz) sf (7) + oy (x) dz, 


因为 f(z) 是 泛 函 的 局 部 极 小 值 , 则 有 (7) 之 Jf 十 an). 
令 pla) = J(F 十 四) ,因此 得 到 0 是 函数 p(a) 的 极 小 值 点 . 由 此 把 一 个 泛 函 的 极 值 问题 转 
化 为 我 们 熟悉 的 函数 极 值 问题 . 因此 


d * aF(z,f,f) F(z,f,f), 
才 L3 = 上 ef Dn) + 5 fC) dz =0. 
由 分 部 积分 可 以 得 到 
¢ b 
[SFY wa = Se) | -和 SD :7Cz)dz 


= 一 EE a, 


~ Jadzr 
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于 是 
让 [一 去 Jn) =0. 
由 变 分 基本 引 理 有 
荔 ~ 直 (部) = 0. (4) 


这 就 是 f(zx) 在 集合 K 内 使 泛 函 J(。) 达到 极 小 的 必要 条 件 . 方程 (4) 称 为 Eular 方 程 . 男 外 称 
a 华 |,-。 称 为 泛 函 J(。) 的 一 阶 变 分 . 同 理 可 以 定义 高 阶 变 分 ,比如 二 阶 变 分 


站 = 名 = Tr EGF pr) +2 SP) 
ge 
例 5: 考 虑 泛 函 
J(n) = $) Cen dy +gq(ny —2f(7)y]dz, 

求 Eular 方程 . 

和 人 dyy’ ee 

设 FCz,y,y) = 去 [pz) (得 ) 十 gCz)y 一 2f(z)y], 则 
二 007 二 75， 区 = p(y, 

因此 Eular 方程 为 


ez)y 一 7z) 一 是 cocoy) 二 让 


例 6: 在 第 一 章 中 ,讨论 了 薄膜 震动 的 问题 . 在 薄膜 震动 过 程 中 ,因为 薄膜 发 生 形变 而 产生 
应 变 能 , 当 薄 膜 上 的 质点 位 移 是 x(z,y) ,张力 是 ,那么 形变 能 是 


W, = ¥ ,Te 十 好 )dzdy， 
外 力 所 做 的 功 是 
w,=[ /fwdzdy 
则 薄膜 的 总 位 能 是 
Jao = 二 Cree + 08) —2fC2,W ur,y) Jdzdy 


= 训 [Tv 一 2f(z, 放 azyy)]dzdy 
我 们 所 感 兴趣 的 是 当 薄 膜 总 能 量 最 小 时 ,位移 应 该 满足 : 
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Jao = mig] Co， 
很 容易 计算 得 到 Eular 方程 
一 Y. GTVa = zy). 

当 x(z,y) 是 薄膜 的 位 移 时 ,如 果 薄 膜 的 边界 固定 ,因此 ,必然 满足 薄膜 的 边界 条 件 , 即 

zu(z,y) |r = ECzyy)。 (5) 
这 就 是 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 . 

如 果 薄 膜 的 边界 是 自由 的 ,不 受 外 力 的 作用 . 因为 薄膜 能 量 最 小 时 , 泛 函 的 一 阶 变 分 等 于 

0, 即 


JCut a = ,LTO Gat ap): —2fCzs7) Gut em) Jdzdy 
0] = Sut) 1, = [| [Tvuvy 一 zldzdy 


= tv: To /cry Irdzdy— | Snds = 0. 
由 变 分 基本 引 理 


i (6) 
=0, (zy ea0 


区 人 三 0 (WEN 
这 是 第 二 类 边 值 问题 . 

注 :(5) 是 本 质 边界 条 件 , 它 是 由 于 限制 了 薄膜 在 边界 上 的 位 移 而 给 出 的 ,在 容许 函数 类 
中 是 明确 规定 的 . (6) 的 边界 条 件 是 自然 边界 条 件 , 因 为 薄膜 的 边界 位 移 没 有 限制 ,也 不 受 外 
力 的 作用 . 从 上 面 的 推导 可 以 看 出 第 二 类 边界 条 件 正 是 如 此 . 关于 自然 边界 条 件 再 给 出 一 个 例 
子 . 

例 7: 考 虑 泛 函 

J(w = 玛 ,TOE + 8) 一 27(z,3)u(zvy)]dzdy 十 | (Bpu? ds 
= 大 cre —2fCz,ulz,y) Jdzdy + |, (到 Be — nds 

的 极 值 点 所 满足 的 方程 . 


Jut om) =] CTO Gat an) —2fCz,) ut om) Jdzdy+ 
1 
$a t ep) — YC + eg)Jds. 


dJ (ut oy) 
0] 一 Yt |.-。 = 人 crvvv 7— fz,W drdy+ |, (pu — Pnds. 
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= 人 [vcrvw 一 fcz,]ydzdy 十 | (TOE+pe — nds 一 0 
由 变 分 基本 引 理 


一 Y。(TVa) 一 上 一 0， (zy) ED 
| (8) 


TR¥E+pu—7y=0, (zy) E 30 


这 个 边界 条 件 也 是 自然 边界 条 件 . 

注 : 从 上 面 的 几 个 例子 可 以 看 出 , 泛 函 对 函数 x(z,y) 的 条 件 比 微分 方程 要 求 的 条 件 低 ,前 
者 只 要 一 阶 可 导 ,而 微分 方程 要 二 阶 可 导 . 因此 只 要 函数 x(z,y) 满足 一 定 的 条 件 , 就 可 以 得 到 
如 下 定理 . 

定理 :( 最 小 位 能 原理 ) 设 xE C!'(n) 由 C*(0) ,并 且 是 泛 函 (7) 的 极 小 值 点 , 则 wu(z,y) 是 
边 值 问题 (8) 的 解 .反之 ,u(xz,y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 , 则 x(z,y) 是 泛 函 (7) 的 极 小 值 点 . 
证 明 : 定 理 的 第 一 部 分 已 经 在 上 面 已 经 讨论 了 ,下 面 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 
如 果 x(z,y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 ,考虑 泛 函 (7) , 取 函 数 十 an， 


J ut en) = ET Gt en) —2f6219) ut en) Jdzdy+ 
[$e tam) — Yut en)ds 
= CTC + 2aT vuvnt er (VD 269)u— 20f (x,y) dzdy+ 
1 1 
[Bee 十 aBu7 十 PR — yu —aynds 
= JGCO 二 于 | [zarvwvy 一 aarcz,y)mdzdy 十 于 ecvpdzdy+ 
1 
eBun — or ds + |, Ber ds. 
对 上 式 中 的 第 二 项 由 Guass 公式 有 
= J +o] Cv (Tv 一 Ar,y)]ydzdy 十 二] ecvpdzdy 十 
9 1 
of (THE+pu — Dadst | ods. 
因为 x(z,y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 ,于 是 上 式 的 第 二 项 和 第 四 项 等 于 0. 因此 
JOut an = JGO 二 村 CV Drdzdy+| ed > Tw. 


因此 ,zx(z,y) 是 泛 函 (7) 的 极 小 值 点 . 
因为 上 面 的 泛 函 在 物理 学 上 通常 表示 物体 的 位 能 ,所 以 此 定理 称 为 最 小 位 能 原理 . 
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下 面 仍然 考虑 边 值 问题 , 设 x(z,y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 . 对 微分 方程 (8) 两 边 同 时 乘 以 
uCzryy) E C3(0D) ,然后 在 2 上 积分 ,由 Guass 公式 以 及 边界 条 件 


-J oro +f drdy 


raat Toa _[| ra 
= 字 关 天 +7 关 多 fo)dzrdy J, Teas 


= Tvuv vzdy—) fodzdy—|[, (~pu + pvds 
=0. 
于 是 ,满足 边 值 问题 的 解 <(z,y) 也 必须 满足 
Tvuvodrdy—)] foardy—|, (~pu + vds =0, Vozy) € CT) (9) 
i 站 
反 过 来 ,如 果 u(xz,y) 是 上 式 (9) 的 解 ,并 且 w E CO) 由 C*(Q). 由 Guass 公式 有 
Dro vudzdy—)| fodzdy —[, (~—pu + Pvds 


3 
=],T ou 一 人 ev .TV + Try))ndzdy 一 | 。 (Butyvds Yuzy) € CICD) 


机 Ed 所 = 
= Te (TY 十 7Gzy))adzdy 十 | (TOE+ pu 7)vds = 0. 


由 变 分 基本 引 理 得 到 
es (TYwW—f=0, (zyEn 


TR +p —y=0, (zy) € 30 


于 是 ,得 到 如 下 定理 . 

定理 : 设 xe C'(0) 由 C*(0) ,并 且 是 (9) 的 解 , 则 wx(z,y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 .反之 ,zx(z， 
y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 , 则 x(z,y) 是 (9) 的 解 . 
说 明 : 从 上 面 可 以 看 出 ,此 式 (9) 的 左 端 是 泛 函 (8) 的 一 阶 变 分 ,因此 采 (u,v) = 0, 如 果 将 
v(z,y) 看 成 位 移 函 数 x(z,y) 的 增 量 , 它 表 示 弹 性 力学 中 的 “ 虚 位 移 ”. 因此 (9) 的 力学 上 的 意 
义 :在 平衡 状态 下 , 任 给 一 个 满足 约 东 条 件 的 虚 位 移 , 则 物体 所 受 外 力 所 做 的 功 ,等 于 物体 所 受 
惯性 力 所 做 的 功 ,是 力学 上 的 虚 功 原理 ,因此 ,此 定理 也 叫 虚 功 原理 ,方程 (9) 称 为 虚 功 方程 . 
总 结 上 面 两 个 定理 ,可 以 得 到 如 下 三 个 问题 之 间 在 一 定 条 件 下 的 等 价 关 系 . 

设 xe CO) mn Co) 

(1)x(z,y) 是 泛 函 (7) 的 极 小 值 点 ; 

(2)x(z,y) 是 边 值 问题 (8) 的 解 ; 

(3)u(z,y) 是 (9) 的 解 . 
通常 把 这 三 个 问题 的 等 价 关系 称 之 为 变 分 原理 . 
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从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ,问题 (7) 和 问题 (9) 对 解 的 存在 性 ,要 求 的 条 件 比 问题 (8) 的 条 件 
弱 . 前 者 只 要 求 C'(0) ,而 后 者 要 求 C*(0). 另外 ,这 三 个 问题 都 是 讨论 薄膜 在 平衡 位 置 的 振动 
过 程 . 然而 每 个 问题 却 反映 了 不 同 的 力学 原理 . 问题 (7) 是 反映 的 最 小 位 势 原理 ,问题 (8) 是 反 
映 的 力 平衡 原理 ,问题 (9) 反映 的 是 虚 功 原理 . 

为 了 书写 的 简洁 ,引入 如 下 记号 ,这 些 记 号 在 后 经 常用 到 . 


aluw) =] TT vuv vdrdy+|, puvds, 
天 


L(v) =| foazdy + ,rods, 
于 是 泛 函 极 值 问题 可 以 改写 为 : 求 u € K 使 得 
J(u) = min] (v), 
其 中 Jo) = 二 aeCoo) 一 Lo 


(9) 改写 为 :aCuo) = Lo， YueEe CiCO) 
如 果 a(uyz) 满足 , Ya ya ,Bi ,PB E R, Yuwvamyom E 天 ,都 有 
alaiu + qu srBiu 十 Be) = mPalu sw) + apBalu sv) 


+ asBiaCua sw) + aspBalus ,vs), 
称 a(u,v) 为 双 线性 泛 函 . 


6.3 ” 变 分 问题 的 数值 计算 方法 


1. Ritz 方法 


求 二 次 泛 函 。 Jw) 二 二 a(v,w) 一 LCv) 的 数值 , 即 


J(u) = mi (v). (10) 
alu,v) 是 C'(D) 上 的 双 线 性 泛 函 ,L(v) 是 C!CD) 上 有 界 的 线性 泛 函 . 而 且 满足 
(1) 对 称 性 :如 果 alu,v) = a(ux)， Yu,v€V， 
(2) 有 界 性 :如 果 | alu,v) |< elul :lvl, Vuv€éV, 
(3) 正定 性 :如 果 au) 三 clzl:，VxeV. 
其 中 | .| 是 集合 V 上 的 某 个 范 数 . 
设 S, 是 C'(0) 的 一 个 有 限 维 (n 维 ) 子 空间 , 设 pr ,p:，…,g 是 V 中 zn 个 线性 无 关 的 元 素 ， 
并 且 gr, ，… ,gs 是 子 空间 S, 的 基底 ,因此 
S, = span{gi. 9 ypo}. 
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并 且 子 空间 S, 与 空间 C!'(0) 之 间 还 有 如 下 关系 . 
limS, = C' (@). 
用 子 空间 S, 代替 容许 函数 空间 C'(0) ,在 子 空间 上 求 泛 函 的 极 小 值 , 即 求 w E S, 使 得 
Tu) = min] (v). 


任 取 Vw € S,, 则 ww 一 六 cg,, 其 中 {cji-f 是 一 组 实数 . 


J (ww,) = a rt) 一 Lu 
= ops) op) LD) cp) 
总 2 有 [| 


a S 
= 二 2 ca gig) — ZL pl 


il 


从 上 式 可 以 看 出 ,将 一 个 泛 函 极 小 的 问题 转化 为 一 个 求 n 元 {ci)'=? 二 次 函数 极 小 的 问题 . 
二 次 函数 的 系数 矩阵 为 4 二 (a ),x ,其 中 
ay = algirg), 一 1,2,3， 
因为 双 线 性 泛 函 a(u,v) 是 对 称 正定 的 , 则 矩阵 A = 〈av )x 是 对 称 正定 的 . 因此 ,二 次 函 
数 存在 极 小 值 点 {co )Y ,使 得 


2 ls =0, =1,2,.n. 
即 
二 (11) 
由 于 系数 行列 式 不 为 堆 , 故 有 唯一 解 . 从 而 得 到 问题 的 解 , 求 出 {c? );=? ,得 到 近似 解 
= Sa 


1 


下 面 总 结 Ritz 方法 的 思想 :把 求 变 分 问题 的 近似 解 变 为 求解 变 分 问题 的 容许 函数 空间 的 
近似 .所 以 ,在 容许 函数 空间 中 选择 适当 的 有 限 维 的 函数 空间 序列 S, ,使 得 当 此 空间 维 数 趋 近 
无 穷 大 时 ,此 时 有 限 维 的 函数 空间 的 极限 就 是 容许 函数 集合 空间 本 身 . 然后 把 原 变 分 问题 的 无 
穷 维 问题 转化 为 在 所 选择 的 函数 空间 S, 上 的 有 限 维 变 分 问题 . 


2. Galerkin 方法 


当 变 分 问题 的 双 线性 泛 函 a(x,z) 是 对 称 的 时 候 , 变 分 问题 (10) 等 价 于 (9), 即 求 xEY 使 
得 对 于 vEV, 有 
alu,v) —L(v) = 0. (12) 
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取 有 限 维 子 空间 S, 为 
S, = span{gi yy9z 9o}， 
于 是 问题 变 为 求 近似 变 分 问题 
求 uw E S,, 使 VYv,E S,, 有 
a(unsvs) —L(v,) = 0. 
因为 w E S,,v, € S,, 则 可 取 


w= Dp w= cig 
各 台 
代入 (12) 得 
aluns0) — Lv) = > algisg) de — D) cL pg.) 


il 全 


一 3 —L(g)]Jc; = 0, 


i=1 j=! 


由 {a ，,…,c,)" 的 任意 性 ,得 : 
al(girg)d —L(g) =0, i=1,2,.%,n. (13) 
到 | 


系数 阵 是 正定 的 . 

注 :O 比较 (11) 和 (13) ,从 形式 上 看 两 者 完全 一 样 ,但 是 它们 是 有 区 别 的 . 如 果 没 有 假设 
双 线 性 泛 函 的 对 称 性 ,很 显然 ,问题 (10) 和 问题 (12) 是 不 等 价 的 ,因为 用 Ritz 方 法 就 无 法 得 到 
(11) ,然而 使 用 Galerkin 方法 仍然 能 得 到 方程 组 (13). 这 说 明 Galerkin 方法 的 适用 性 广 . 
@ 关于 子 空间 5, 的 选取 ,在 实际 应 用 中 ,得 到 子 空间 S, 是 很 困难 的 事情 . 因为 所 选取 的 基 函 
数 必须 满足 一 定 的 条 件 , 比 如 光滑 性 ,由 基 函 数 张 成 的 子 空间 能 够 近似 容许 函数 类 空间 ,以 及 
边界 条 件 等 等 . 

例 8: 求 两 点 边 值 问题 

[和 芝 =z:,0<zr<l, 
u(0) = 0,u(1) 一 0， 

的 一 个 近似 解 . 

解 : 取 容 许 函 数 空间 

V=G[0,1] = {v|v€ ef[0,1],v(0) = 0,v(1) = 0}, 
取 子 空间 S: 二 span{p ,pz } ,其 中 四 二 工 (1 一 Zz) ,gs 二 (1 一 zz). 
双 线 性 泛 函 和 线性 泛 函 分 别 为 
1 du dv 


a = 
au 一 上 dz，LCD — | zodz. 
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(DRitz 方 法 
考虑 二 次 泛 函 
Jo = aC) —L0) = [PY — zldr, 
令 v=ag 十 czgz ,代入 上 式 ， 
并 分 别 对 ci ,cs 求 导 . 令 导数 为 0, 即 


27 Corpr tp dp dga gs _ fo gr = 
ES zc| 芭 二 [zdz =0, 


9J(agtce dp: 和 
2 tp 一 zo 剖 笃 tz+zc| 蔚 )zdz [wdz= 0， 


2 
即 app)w —L(g) =0, i=1,2. 
各 


下 面 计算 系数 的 值 : 
a 


; 
apvp) = | (至 ?dz 一 村， 


rd 坦 1 1 
apD) = 蝇 : 黎 z= 一 22)(2z 一 3z7)dz = 十， 


az,g0) =algispr) 一 十， 
人 ， 了 
= [ dm)zdz = dz = 2 
apvpp) = | (办 )*dz= | (2z 一 3z7)dz = 名， 


1 1 
Lp) = 一 z)dz 一 页 ， 


30 
Do = =a-apdz= 而 
得 到 方程 组 
a 1 
$ 6 a|l_ 20 
earl 
6 15 30 
解 得 c 一 二 'c 一 证， 
因此 近似 解 为 


如一 二 zQ1 一 z) 十 吉 z*1 一 z) 一 x(1 一 (2 十 5z)， 


E39 3 
其 真 解 为 13(1 一 ). 
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(2)Galerkin 方法 
Galerkin 方法 的 变 分 形式 是 : 求 ww € S., 使 Yue S,, 有 ayw) 一 L(uw) 一 0 成 立 . 
令 由 一 cp 十 cpayim 一 ctpi 十 cgz, 代 和 信 上 式 得 


了 


六 [> ap,p)c? 一 L(p)]c =0, i=1,2, 


re 


由 {c1 ,cs}" 的 任意 性 ,得 : 


2 
> appj)c —Lp) =0, i=1,2. 


了 


如 下 的 计算 和 Ritz 方法 完全 相同 . 
当 强 制 边界 条 件 是 非 齐 次 时 ,比如 一 维 情况 ,u(0) = a, 此 时 ,离散 变 分 形式 的 解 取 
Ne 
其 中 uo(z) 在 定 解 区 域 是 二 阶 可 导 的 ,并 且 wo(0) = a, 当 自然 边界 条 件 是 非 齐 次 时 , 基 函 数 的 
选取 不 受 任何 影响 . 
下 面 总 结 Ritz 方法 和 Galerkin 方法 的 优 缺 点 : 


Q@ 关于 基 函 数 的 选取 ,对 于 两 点 边 值 问题 , 基 函 数 的 选取 相对 比较 容易 ,然而 ,对 高 维 情 
况 , 除 了 规则 的 定 解 区 域 ( 比 如 长 方形 ) 外 , 子 空间 的 基 函 数 的 选取 是 很 困难 的 . 


Q@ 当 取 子 空间 的 维 数 为 n 时 ,需要 至 少 计算 节 次 的 积分 才能 求 出 aCw ,WwW) 和 L(y,) ,这 是 


很 大 的 计算 量 . 
@ 如 果 按 照例 题 中 的 传统 方法 选取 基 函 数 , 当 ”比较 大 时 ,得 到 的 方程 组 的 系数 矩阵 的 
条 件数 也 很 大 ,此 时 ,对 方程 组 进行 数值 计算 是 不 稳定 的 . 


习 题 


1 求 泛 函 Jon ye) 一 | 7Czsy ys wf)dz 的 一 阶 变 分 和 二 阶 变 分 ,并 求 它 的 Eular 广 
程 。 
2. 求 泛 函 J(o) 一 | f(z,ywusVwDdzdy 的 一 阶 变 分 ,并 求 它 的 Eular 方程 。 
3. 对 于 椭圆 方程 第 一 边 值 问题 
Aau a a 
一 站 + =/ 


ulr=g 


建立 相应 的 最 小 势能 原理 和 虚 功 原理 。 
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4. 弹性 梁 的 位 移 x(z) 满足 边界 条 件 u(0) 二 u(1) 二 0,w (0) = wu (1) = 0, 弹 性 梁 的 总 势 
能 为 


FQ = 二 上 (ku? 十 ET Cu’'): +2fu) dr 
6 


建立 相应 平衡 位 置 方程 和 虚 功 原理 。 
5. 针对 上 题 的 总 势能 ,推导 出 相应 的 Ritz 形式 和 Galerkin 形式 的 变 分 问题 。 
6. 轴 对 称 的 三 维 定常 温度 场 = u(r,z) 满足 下 面 的 方程 和 边界 条 件 
和 
rh =/ 
Ch ta) ln = gr) 


建立 Ritz 广义 解 和 Galerkin 广义 解 的 变 分 问题 。 
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上 一 章 介绍 了 变 分 问题 的 两 种 近似 求解 的 方法 :Ritz 方 法 和 Galerkin 方法, 并且 指出 了 这 
两 种 方法 存在 的 缺点 : 子 空间 如 何 选取 ,也 即 基 函数 的 选取 很 困难 ,计算 量 很 大 等 等 . 本 章 所 介 
绍 的 有 限 元 方法 是 工程 技术 人 员 发 展 起 来 的 ,并 由 数学 研究 人 员 给 出 严格 的 数学 基础 . 它 是 变 
分 问题 与 分 片 多 项 式 相 结合 的 产物 . 但 是 它 克 服 了 上 面 两 种 变 分 近似 法 的 缺点 ,在 本 质 上 作 了 
很 大 的 改进 ,使 之 成 为 求 偏 微分 方程 定 解 问题 的 一 种 很 有 效 的 数值 计算 方法 . 目前 它 在 结构 力 
学 .弹性 力学 和 固体 力学 等 方面 得 到 很 大 的 应 用 . 

本 章 简单 介绍 有 限 元 方法 的 一 些 基本 思想 和 方法 ,首先 从 简单 的 两 点 边 值 问题 和 人手 ,然后 
再 介绍 椭圆 方程 的 有 限 元 方法 . 有 限 元 方法 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 基本 步 又 可 以 归结 为 ， 

(1) 将 微分 方程 定 解 问题 转化 为 变 分 形式 

(2) 作 网 格 训 分 , 即 对 定 解 区 域 作 剖 分 ,一 维 情况 的 单元 是 小 区 间 , 二 维 情况 一 般 是 三 角 
形 单元 和 四 边 形 单元 ; 

(3) 构造 基 函 数 或 者 单元 形 函 数 ， 

(4) 形成 有 限 元 方程 

(5) 求解 有 限 元 方程 . 

在 此 书 中 关注 的 是 第 (1) 步 到 第 (4) 步 .为 了 很 好 的 讨论 有 限 元 方法 ,首先 介绍 一 些 预备 
知识 一 一 Lagrange 插值 函数 . 


7.1 插值 函数 


当 精 确 函 数 y = /(z) 非常 复杂 或 未 知 时 ,但 能 测量 或 者 统计 出 在 一 列 节点 zo ,zi，…zw 
处 的 函数 值 y。 二 f(zo0) ,yi = f(z1),… ,ys 二 f(z,). 根据 这 些 已 知 条 件 ,构造 一 个 简单 易 算 
的 近似 函数 PCz) ,满足 条 件 y; = gp(z;) ,i 二 0,1,…,n, 这 里 的 p(x) 称 为 f(x) 的 插值 函数 . 
ZosT1 Ts， ,Xn 称 为 插值 节点 . 

下 面 的 任务 是 如 何 求解 此 函数 呢 ? 很 显然 ,最 简单 的 是 n 次 多 项 式 函 数 . 因此 ,问题 转化 
为 :已 知 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 有 nn 十 1 个 互 异 点 zo ,zi ,zs，…,z, 处 的 函数 值 , 即 y; = f(x;)， 
求 一 个 至 多 nn 次 多 项 式 函 数 

gr(z) = ao 十 az 十 …anz"， 

使 得 y, = wor(zi). 利用 待定 系数 法 求解 多 项 式 的 系数 {a;):=? ,得 到 如 下 方程 组 
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Qo 十 qizo 十 Qs 十 "十 Qsz3 二 yo， 
Qo 十 qi 十 azTf 十 十 asT? 二 


ao 十 aizs 十 az 五 十 … 十 anz3 二 yy, 
因为 方程 组 的 系数 矩阵 为 范 德 蒙 行列 式 , 即 可 道 ,于 是 方程 组 的 解 {a,} 存在 而 且 唯一 ,所 
以 在 nn 十 1 个 互 异 节点 上 的 至 多 nn 次 插值 多 项 式 存在 而 且 唯 一 . 
当 插 值 节点 的 数量 很 大 时 ,上 面 的 方程 求解 起 来 并 不 是 一 件 很 容易 的 事情 ,计算 量 相当 巨 
大 . 因此 ,必须 寻找 一 种 简单 易 行 的 方法 . 首先 从 节点 个 数 较 小 开始 , 找 出 其 中 规律 . 当 n = 1 
时 ,此 时 的 插值 多 项 式 是 一 次 多 项 式 g(x) = ao 十 az. 由 待定 系数 法 ,得 到 
ao 十 aizo 一 yo， 


aq 十 aizi = 


求解 方程 组 得 。 ao 一 当 名 一 罗 开 ,a 一 性 二 为 ， 


Ee Zi 一 To 


因此 一 次 插值 多 项 式 为 


7) 二 站 加 一 各 有 二 为 一 各 yz. 
To 一 立 TI 一 Io 
将 上 式 改写 为 
i Zz— xo 
pC a 
记 4(z) = 三 20(z) = 三 加 , 则 
Yo 一 ZI ZI 一 ITo 
PCz) = yolo (7) + yl (zx). 
很 显然 


hx0) = 1,h(n) =0,h(z0) 一 0,(zi) = 1. 
即 久 (x) (i 二 0,1) 在 对 应 的 插值 节点 zx; 处 的 值 为 1, 当 j 关 i 时 ,li(z) 一 0, 此 时 , 称 4(z)Gi 一 
0,1) 为 插值 节点 zx, 处 的 Lagrange 基 函 数 . 于 是 , 一 次 插值 多 项 式 可 以 表述 为 节点 处 的 
Lagrange 基 函数 的 线性 组 合 , 并 且 其 对 应 的 系数 是 此 节点 处 的 函数 值 . 由 此 推广 , 当 有 十 1 个 
互 异 节点 时 ,可 以 得 到 ”次 插值 多 项 式 . 只 要 构造 出 每 个 节点 的 Lagrange 基 函数 1,(z) ,它们 满 
足 
0， 工头 刀 ， 
1y = 污 
并 且 基 函数 l;(z) 是 n 次 多 项 式 . 由 上 面 的 条 件 可 知 ,zo，…,zj 4,zTi,…,z, 是 L(x) 的 n 个 
根 , 则 如 (zx) 可 以 写 为 


Lz) = cr— zr) Zz) TT) (I x), 


6) = | 


1 
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再 由 (zx;) 二 1, 求 得 常数 


c= 


2 
全 一 而) 一 (林政 
因此 ,得 到 每 个 节点 的 基 函 数 
(z 一 aa)…(z 一 二 DCz 一 ztoe(z 一 ) ，j 一 1,2，。 
(x) zz zz) — x) — ze) 


则 在 n 十 1 个 互 异 节点 的 nn 次 插值 多 项 式 为 


pz) = > ylilz). 
名 


L(z) = 


7.2 ”两 点 边 值 问题 的 线性 有 限 元 方法 


考虑 两 点 边 值 问题 
-Ep EE) + = ZE (ab)， 


ul(a) 一 0， p(b) 至 (0 十 au(b) = PCZ). 


其 中 pE€C[a,b],q,f € Cla,b],p> p>0,9>0,¢>0. 
第 一 步 :将 数学 物理 问题 化 为 等 价 的 变 分 问题 . 
令 = {olf CE + <+ oe) =0). 
变 分 问题 : 求 u(x) EV, 使 alusv) =L(w)， Yv€EV. 
其 中 alusv) = 『 (于 至 十 wo)dz 十 ou(b)uC0)， 


Low = | 7odz 十 mm(0). 


第 二 步 : 定 解 区 域 剖 分 . 

对 [a,65] 进行 剖 分 ,使 4 == zo 二 二 …* 二 zn 二 5b, 小 区 间 ei 的 长 度 h; = xz; 一 xi, 每 一 
个 小 区 间 称 为 单元 . 令 天 一 maxhi. 

第 三 步 : 有 限 元 空间 的 构造 . 

在 上 述 剖 分 的 基础 上 ,构造 L*[a,5] 的 有 限 维 子 空间 W ,此 子 空间 称 为 试探 函数 空间 . 试 
探 函 数 空间 w 应 该 满足 如 下 要 求 : 

(1) 子 空间 V 中 的 任何 元 素 ( 函 数 ) 限制 在 任意 一 个 单元 上 时 ,都 是 一 次 函数 ; 

(2) 子 空间 V 中 的 任何 元 素 ( 函 数 ) 满足 一 定 的 光滑 性 ,在 [a,b] 是 连续 函数 ; 
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(3) 子 空间 w 中 的 任何 元 素 (函数 )w (zx) 在 端点 满足 ww (a) 一 0. 
设 w(z) E Vi ,因为 在 单元 上 e 上 时 ,是 一 次 函数 ,根据 上 节 插 值 多 项 式 的 结论 有 


tz) | = Ur) E+ (zr) 王 一 民 1 


pe ZEei 一 1,2,…，N. 
因此 ,从 几何 图 形 角度 来 看 ,w(z) 是 一 个 分 段 线性 函数 ,如 图 7. 1 所 示 . 
根据 试探 函数 的 特点 以 及 Lagrange 插值 ,可 以 取 如 下 形式 的 函数 


DE, zr<n, 
hz)=4 hh 


0， I 之 区. 
0 TI 
Se 
h(z) = 
EE, zr<rn, 
hi 
0， Zi ZX. 
0， 工 委 ZNhH， 
ln(z) 一 这 
和 i ZN SCIEN. 
AN 


很 显然 ,上 面 所 选取 的 函数 满足 
4 = 人 i 
i 


并 且 它 们 是 连续 的 分 段 线性 函数 ,因此 都 属于 子 空间 V,. 并 且 都 具有 局 部 非 零 性 ,因此 也 称 为 
整体 基 函 数 . 它们 的 函数 图 像 分 别 如 图 7. 2 .图 7. 3、 图 7. 4 所 示 . 


™ 


. 1 | 
GD 0) n(x) 
a 
ofw 交 Dy < En 到 pr nr 
图 7.2 图 7.3 图 


x 
zy 
图 7.1 


7.4 


很 容易 验证 4(z) 函数 列 是 线性 无 关 的 ,因为 , 令 
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colo Cz) toh(z) t+ +el(z) + + evn(z) 一 0， 
取 z= zi, 代 人 上 式 , 利 用 性 函数 的 性 质 得 
cli(zi) 一 0=>c = 0. 
于 是 46(z) 函数 列 可 以 成 为 子 空间 W 的 基底 . 因此 W 由 24.(z) 函数 列 张 成 , 即 
V, = span{l(z),Cz)，vCz)),zeE [a,b]. 
称 此 空间 为 线性 有 限 元 空间 . 
所 以 Yuw E V， ,存在 实数 列 w ,wm ，… ,vy ,使 得 
Wx) = volo(z) + ul(z) t+ + vln(z). 

在 上 一 章 中 , 提 到 Ritz 方法 和 Galerkin 方法 的 很 大 缺陷 ,就 是 需要 计算 大 量 的 积分 ,在 进 
行 数值 计算 时 需要 消耗 大 量 的 计算 机 的 内 存 和 时 间 . 下 面 讨论 这 样 构 造 的 子 空间 如 何 使 计算 
更 加 简单 ,在 计算 机 上 容易 编写 程序 实现 . 


做 变换 《一 一， 


则 此 变换 将 单元 e; 变换 到 区 间 [0,1] 上 ,区 间 [0,1] 称 为 参考 单元 . 
令 ”No(&) = &,N1(&) = 1 一 &, 称 这 两 个 函数 为 形 函数 . 
则 


Ni(®, zo<rI<x 训 一 三 
L(x) = 要 
则 本 | 其 中 6= 2 


0， 并 委 Zr， 


E731 


No(， zt 委 工 二 区 ,其 中 6 一 荆 二 2 
li(x) 一 
Ni( 和 人，zt xz<zm, 其 中 = 一 


0， TH SI, 
0， 工 委 Zi， Pa 
ln(z) = SY 其 中 e= 二 zx. 
No(®, zw SrEzn, 六 


第 四 步 :生成 有 限 元 方程 . 

因为 C'[a,65] 是 无 穷 维 的 函数 空间 ,在 此 空间 求 真 解 , 一 般 来 说 ,是 很 困难 的 . 但 是 ,在 空 
间 V。 进行 求解 就 容易 多 了 . 用 一 个 离散 变 分 问题 来 近似 原来 的 变 分 问题 . 
离散 变 分 问题 : 求 wu(z) € ,使 (ww) =LIu)， Vv € VV. 
令 w(z) 一 bp Ww li(z) ,vz) = (7), 


由 此 得 到 
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> ai0)w =L0), 1<j<N. 


台 
写成 矩阵 形式 4 如” = 了. 
其 中 A = (aCliyl)) maou = Cu ou oan)T ,f= (CLO) ,EC LON))T, 


称 此 线性 代数 方程 组 为 有 限 元 方程 . 
根据 基 函 数 的 性 质 可 知 , 当 |i 一 让 三 2 时 ,2(z)5(Cz) = 0,L';(z)L'j(z) = 0. 因此 ,得 到 有 
限 元 的 系数 矩阵 每 行 至 多 只 有 三 个 非 零 元 素 , 即 


a = pt teatlde = ph + allde, 


= ps th + ha + he el —é)]de 


Ga 一 六 Ca 的 十 gdz 十 六 Cp + alldr 


= Ci+wt]dz 十 六 ph + oldz 
= [pet hh + ha + hte lde 


二 | [ec + hnOhh + hg + hn de, 


站 TH 


al = Cam + ondz = [ph + oll]d 
= Cp + ha + hg + hn — de 


ally vln) = 人 [pet 十 gsts]dz 十 力 (1) 


-1 


1 
一 | [Lp(zi + hnéhy 十 hvg(Czi + hnFJdr+ap(l)u(ry). 


从 上 面 的 计算 可 以 得 到 ,在 系数 矩阵 中 ,第 一 行 的 元 素 中 只 有 前 面 两 列 存在 非 零 元 素 ,最 
后 一 行 的 元 素 中 ,最 后 两 列 存在 非 零 元 素 . 右 端 项 


Phy fdaz+] fhdz 
Td Ww 
5 
= fe th gdtt | Fa + hn (1— hnde, 
ys 3 
Lew = faz = fon thyse) 0 — hvdz. 


EN-1 


如 果 左 边 值 条 件 为 非 齐 次 的 , 即 u(a) = B， 
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可 设 wD 二 ul(D) = bz) + Dz), 
名 各 
则 得 到 有 限 元 方程 


应 (0 十 > a ur = 1(,,), 1<j<N, 
去 


即 Da =L0) -pl), 1<j<N. 


根据 基 函 数 的 性 质 , 实 际 上 ,只 是 修改 了 第 一 个 方程 的 右 端 ,其 余 的 保持 不 变 . 

在 实际 的 工程 计算 中 ,并 不 是 按照 上 面 的 方法 构造 有 限 元 方程 ,而 是 先 分 析 每 个 单元 上 的 有 限 元 
方程 ,然后 合成 得 到 在 整个 区 间 上 的 有 限 元 方程. 称 单元 上 得 到 的 系数 矩阵 为 单元 刚度 阵 . 整个 区 间 上 
的 有 限 元 方程 的 系数 矩阵 称 为 总 刚度 阵 . 由 刚度 阵 分 析 得 到 有 限 元 方程 的 方法 很 灵活 ,特别 是 程序 上 
容易 实现 ,计算 量 小 . 考虑 在 第 i 个 单元 [zx;， ,z] 计算 单元 刚度 阵 . 它 是 wi ,w 的 二 次 型 ,写成 


(ud DTKaD ， 


其 中 
ai = (Wm)T, 下 (9 一 | 
其 中 单元 刚度 阵 中 的 元 素 为 
ae = alliisli) = [ [pzis + hhry + hg(zes + hié) (1— :Jdé, 


1 
a® =a(li,l) = 全 [plzis +hé) hr + hgqlzre + heé)e dé] 


aB, = a = aol) = pCres + hh + hg Czes + ht) eC1—é)de] 


把 单元 刚度 矩阵 K” 扩充 为 n 阶 方 阵 ,n 阶 方 阵 的 第 i,i 一 1 行 和 第 i,i 一 1 列 交叉 位 置 的 
元 分 别 就 是 < 名- ,a 咏 ,,,a 加 和 a 四 ,其余 元 素 是 0, 即 


Ke = 
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还 可 以 把 单位 荷载 向 量 进行 类 似 地 扩充 得 到 
f° 一 (007 ,7 ,0,… ,0)7, 


记 下 = Gd) 


= 
于 是 得 到 在 整个 定 解 区 域 上 的 有 限 元 方程 
Ku=F, 
其 中 K 为 总 刚度 矩阵 ,下 总 荷载 向 量 . 
算 例 1: 用 线性 有 限 元 方法 求解 微分 方程 的 数值 解 


: 
民 才 + = e’ — 3sin x, 
u(0) 一 一 2,x(r) 一 er 十 3. 


下 面 是 进行 10 个 单元 剖 分 时 ,在 节点 的 有 限 元 解 w 和 真 值 U, 解 析 解 曲线 以 及 误差 曲线 分 
别 如 图 7. 5. 图 7.6 所 示 . 


[3 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 


26. 1 


0 05 1 15 2 25 3 35 8 05 1 13 2 25 3 35 


图 7.5 精确 解 曲线 和 近似 解 图 7.6 误差 曲线 
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下 面 是 进行 50 个 单元 剖 分 时 ,在 节点 的 有 限 元 解 和 真 值 ,解析 解 曲线 以 及 误差 曲线 分 别 
如 图 7.7、 图 7. 8 所 示 . 
节点 近似 解 的 值 


u=[ 一 2.0000 一 1.9290 一 1.8421 一 1.7388 —1.6192 一 1.4830 一 1.3302 一 1.1606 
一 0.9741 一 0.7708 一 0.5504 一 0.3132 一 0.0588 0.2125 0. 5008 0. 8063 1.1288 

1. 4684 1. 8253 2. 1994 2. 5909 2. 9999 3. 4266 3. 8712 4.3341 4.8156 
5.3160 5. 8359 6. 3758 6. 9365 7.5186 8. 1230 8.7507 9. 4029 10.0807 
10.7856 11.5192 12.2830 13.0791 13.9096 14.7767 15.6829 16.6310 


17.6240 18.6651 19.7578 20.9060 22.1137 23.3855 24.7261 26.1407] 


区 六 A : 

| 

20 | 

15| -2 

10| -3 

5 -| 

o -3 

ER TT VR 0 0 1 1 2 2 3 3 
图 7.7 精确 解 曲线 和 近似 解 图 7.8 误差 曲线 


7.3 ”一 维 高 次 有 限 元 


根据 理论 的 误差 分 析 , 可 以 知道 ,上 节 所 讨论 的 一 次 元 的 误差 是 OC(h*) ,有 时 候 为 了 提高 
有 限 元 的 精度 ,需要 增加 试探 函数 空间 V, 的 维 数 . 有 两 种 方法 提高 试探 函数 空间 的 维 数 , 一 是 
增加 节点 的 个 数 ( 即 加 密 网 格 ) ,另外 一 种 方法 是 提高 插值 多 项 式 的 次 数 ,也 即 高 次 有 限 元 . 此 
节 重 点 讨论 二 次 有 限 元 ,要 求 在 每 一 个 单元 上 是 二 次 多 项 式 ,在 单元 的 节点 处 连续 . 
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仿照 一 次 有 限 元 的 方法 , 当 在 单元 [zx;, ,zx;] 上 进行 一 次 插值 时 ,构造 一 次 多 项 式 az 十 b, 有 两 个 
自由 度 ( 未 知 量 ,6) ,需要 两 个 插值 条 件 ,所 以 给 定 两 个 端点 的 值 . 当 在 单元 [zx ,zx;] 上 进行 二 次 插 
值 时 ,构造 二 次 多 项 式 az? 十 如 十 c, 是 三 个 自由 度 (未 知 量 a,5 和 oc), 此 时 需要 三 个 插值 条 件 . 两 个 端 
点 对 应 的 函数 值 不 能 完全 确定 三 个 自由 度 ,还 需要 另外 一 个 条 件 .为 此 ,我 们 取 单元 中 点 对 应 的 函数 
值 ,这 样 在 每 个 单元 中 点 上 增设 了 一 个 条 件 . 于 是 就 可 以 在 单元 [x ,z;] 构造 Lagrange 插值 基 函 
数 .为 此 ,首先 在 [0,1] 区 间 上 构造 二 次 Lagrange 插值 基 函 数 L,() ,Ly (8) 和 了 (和). 

首先 考虑 L。(&) ,Lo(&) 满足 插值 条 件 


Lo(0) = Le (3) 0 NI ED 
由 根 与 因子 的 关系 ,显然 ， Le(6) 的 表达 式 为 L,(8) 一 cl1 一 侣 (十 一 操 . 
,再 由 ”L,(0) 二 1 得 到 c 一 2. 即 
Le = 20 一 日 于 -9 = (01 一 90 一 29. 
令 变 换 6 二 下, 即 z 一 0 一 1 


得 到 “Lo(z) = C= i 
再 考虑 Liz(6) ,Lys(&) 满足 插值 条 件 

Lal0) = LaGD =0,L($) =1, 
则 有 Li(e = 4€(1 一 和 ©， 


Lin(z) = 4 


同 理 得 到 Li(6) 一 526 一 1), 也 即 (zx) 一 三 二 (2X 三 2 一 1), 它 们 的 图 形 分 别 如 


7.9、 图 7.10、 图 7.11 所 示 . 


一 pg 、 2 
1 | Kin x x 为 过 
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由 此 得 到 单元 的 Lagrange 基 函 数 ,下 面 构造 在 整个 定 解 区 域 上 的 整体 基 函 数 . 考虑 节点 x, , 因 
为 节点 x; 是 单元 [zi ,zi] 和 [zx ,zin] 的 共同 的 端点 . 在 不 同 的 单元 ,两 者 的 Lagrange 基 函 数 


是 不 一 样 的 . 因为 在 单元 Cr ,zi] 上 的 变换 是 6 一 三 2, 将 z 一 1 而 在 单元 Li,zri] 上 的 


= 2 于 ,将 zi 一 0. 于 是 在 不 同 单元 上 的 Lagrange 基 函 数 不 同 ,只 要 将 相 邻 两 个 单 
元 上 的 Lagrange 基 函 数 拼接 起 来 得 到 在 节点 z, 的 整体 基 画 数 . 如 下 
(SD xz SIZ 


本 XD, zsz<z 

0， 其 他 . 
而 单元 中 点 的 整体 基 函 数 就 是 在 此 单元 上 是 Lagrange 基 函 数 ,而 在 此 单元 外 等 于 零 的 分 段 函 
数 , 即 


Zz— TH TL— Ze 
so- 人 丙 (1 )， xzr 和 工 迄 2 


0， 其 他 . 
gr(Xx) 和 pu} (zx) 的 形状 分 别 如 图 7. 12、 图 7. 13 所 示 . 


3 Xn Xi x 


图 7.12 图 7.13 


因此 ,二 次 有 限 元 的 近似 解 可 以 表示 为 


u(x) 一 2 wgi(Z) 十 > uF pe4 (Zz). 


很 显然 ,在 每 个 单元 上 ,近似 解 是 二 次 多 项 式 ， 在 节点 处 连续 . 因此 ,在 整个 定 解 区 域 近似 解 是 
连续 函数 . 


第 7 章 有限 元 方法 | 


7.4 ”二 维 椭 圆 边 值 问题 的 有 限 元 方法 


1. 考虑 二 维 椭圆 边 值 问 题 


一 Ax 一 了 ， (zy) EQN, 
2 (z,y) € 30. 
第 一 步 :将 数学 物理 问题 化 为 等 价 的 变 分 问题 . 


令 co = to 由 [wo+odrdy<cola=o 


变 分 问题 : 求 wx(z) E Ci(0), 使 a(u,v) 一 Lu，YvEe CiCO) (1) 
其 中 


au 9 Au 9 b 
aero 一 | [时 问 + 线 史 ]dzdy = Vuvodrdy, LO =| fudz. 


第 二 步 : 定 解 区 域 剖 分 

在 二 维 空间 中 ,区 域 剖 分 的 方法 基本 是 三 角形 前 分 和 四 边 形 剖 分 ,四 边 形 剖 分 基本 使 用 的 
是 矩形 剖 分 .本 节 着 重 介绍 三 角形 剖 分 ,在 下 一 节 中 讨论 有 关 四 边 形 剖 分 . 三 角形 剖 分 就 是 将 
定 解 区 域 分 割 为 有 限 个 小 三 角形 单元 . 

设 定 解 区 域 2 的 边界 卫 = 930 分 片 光滑 ,如 果 不 是 由 直 折线 段 组 成 ,那么 采取 截 弯 取 直 的 
办 法 ,用 适当 的 折线 段 及 逼近 ,用 0 近似 0. 三 角形 的 顶点 称 为 节点 , 记 为 Pi(zi,y),1 i 
三 Np. 每 一 个 三 角形 称 为 单元 , 记 为 ei,1 三 kN,. 三 角形 剖 分 必须 注意 如 下 几 点 , 即 三 角形 
剖 分 必须 是 正则 的 . 

(1) 每 个 单元 的 顶点 必须 是 另外 一 个 单元 的 顶点 ,不 能 是 相 邻 单元 的 边 上 的 点 . 原因 是 方 
便 构 造 插值 函数 ， 


(2) 三 角形 之 间 内 部 无 重 蚕 , 即 e 站 一 gi 天 思 1 二 过 N,; 
(3) 在 剖 分 过 程 中 尽量 避免 大 钝 角 三 角形 , 即 要 求 满足 如 下 不 等 式 


EE 


其 中 csc 是 正常 数 ,h; 是 第 i 个 单元 的 最 大 边 长 ,p; 第 个 单元 的 外 接 圆 的 直径 ， 

(4) 如 果 方 程 的 系数 在 区 域内 部 是 间断 的 , 则 用 折线 近似 间断 线 , 而 且 这 些 折 线 必须 是 三 
角形 单元 的 边界 ; 

(5) 如 果 定 解 区 域 的 边界 是 由 有 限 条 光滑 曲线 组 成 的 , 则 这 些 光滑 曲线 的 交点 也 必须 是 
节点 ,如 果 在 边界 条 件 中 的 系数 也 是 间断 的 . 则 间断 点 也 必须 是 节点 ， 

(6) 对 于 任何 一 个 单元 ,单元 最 多 有 两 个 顶点 落 在 边界 上 . 
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注 :Q@ 三 角 剖 分 具有 很 好 的 灵活 性 和 适应 性 . 一 般 的 定 解 区域 很 容易 满足 正则 剖 分 . 另 
外 ,根据 实际 情况 的 需要 来 安排 节点 的 位 置 ,比如 ,对 扳手 进行 受 力 分 析 , 在 应 力 或 者 位 移 变化 
较 大 的 区 域 ,可 以 适当 增加 单元 的 个 数 , 即 加 密 节 点 ,然而 ,在 应 力 或 者 位 移 变化 平缓 的 区 域 ， 
可 以 适当 减少 单元 的 个 数 , 即 设置 较 少 的 节点 . 

@ 区 域 剖 分 好 后 ,必须 对 节点 和 单元 编号 ,一 般 来 说 ,编号 顺序 可 以 是 任意 的 . 但 是 编号 
的 顺序 会 直接 影响 有 限 元 方程 组 的 系数 矩阵 的 结构 . 因为 在 求解 有 限 元 方程 组 时 一 般 采 用 数 
值 解法 ,这 样 , 系 数 和 矩阵 的 结构 会 影响 计算 的 速度 和 计算 量 . 另外 ,根据 不 同 的 数值 算法 ,还 会 
影响 计算 机 的 存储 量 . 

@ 通过 以 上 的 三 角 训 分 和 分 片 线性 插值 ,已 经 构造 出 了 一 个 有 限 维 的 子 空间 V,. 但 是 , 当 
定 解 区 域 不 是 直 多 边 形 时 ,由 于 对 定 解 区 域 的 边界 截 弯 取 直 , 所 得 到 的 区 域 2, 不 等 于 ,所 以 
子 空间 W 不 是 真 解 空间 的 子 空间 . 在 本 书 中 ,对 此 不 做 讨论 ,我 们 都 假设 0, 等 于 0. 

第 三 步 :有 限 元 空间 的 构造 

在 上 述 剖 分 的 基础 上 ,构造 L* (0) 的 有 限 维 子 空间 V，. 即 为 有 限 元 函数 空间 . V, 应 该 满足 
如 下 要 求 : 

@ 子 空间 V。 中 的 任何 元 素 ( 函 数 ) 限制 在 任意 一 个 单元 上 时 ,都 是 一 次 函数 ， 

@ 子 空间 V， 中 的 任何 元 素 ( 函 数 ) 满足 一 定 的 光滑 性 ,在 0 是 连续 函数 ; 

图 子 空间 V， 中 的 任何 元 素 (函数 )v, (zx) 在 边界 上 满足 v,(z,y) = 0， 
即 VV,= {vw (zy) | wh x,y) E CM) sv (zy) |, € P (zy),uw (zyy) 一 0， 
其 中 Pi(z,y) 是 一 次 多 项 式 . 

下 面 构造 形 函 数 N,(z,y) (编号 为 i 的 节点 的 形 函 数 ) , 形 函数 Ni(z,y) 必须 满足 以 下 条 
件 : 

@ 在 单元 。 上 时 ,是 一 次 函数 . 

@ 设 P,(j 二 1,2,…,M) 是 单元 e。 上 的 某 个 顶点 (也 即 节点 ), 每 个 节点 都 对 应 一 个 形 函 
数 ,并 且 满足 N,(P,) = 5 ,其 中 M 是 单元 上 节点 个 数 的 总 数 . 例如 ,三 角 线 性 单元 ,节点 总 数 
是 3. 

@ 单元 之 外 ,每 个 形 函数 都 等 于 0. 

由 于 是 三 角 线 性 有 限 元 ,单元 节点 的 个 数 是 3, 因 此 单元 每 个 节点 的 自由 度 是 1, 即 只 要 给 
定 在 每 个 节点 的 函数 值 . 就 定 解 区 域 的 整体 训 分 而 言 ,在 节点 P; 处 确立 了 一 个 整体 基 函 数 , 它 
是 以 节点 已 为 顶点 的 所 有 单元 上 的 节点 形 函数 拼接 而 成 的 , 它 是 分 片 线性 的 ,而 且 局 部 非 零 
的 . 它 满足 条 件 p,(P;) 二 6 ,(i,j 二 1,2,… ,NN) ,其 中 NN 定 解 区 域 上 的 节点 的 总 数 . 其 图 形 如 
图 7.14 所 示 : 
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图 7.14 


每 个 节点 对 应 一 个 相应 的 基 函 数 ,由 这 些 基 函 数 {P }(i = 1,2,… ,NN) 很 容易 构造 出 分 片 线性 的 ， 
而 且 在 整个 定 解 区 域 上 连续 的 函数 集合 , 即 有 限 元 空间 V. 并 且 可 以 证 明 在 正则 剖 分 的 情况 下 ， 
有 限 元 空间 W == span{g ,re，… ,gy) 在 网 格 步 长 h 一 0 时 ,有 限 元 空间 收敛 到 广义 解 空间 . 因为 
{gr)(i 三 1,2,…,N) 是 线性 无 关 的 ,所 以 它 是 有 限 元 空间 的 一 组 基底 . 则 对 任何 w E V， ,有 


a 
W(x1y) = > wp (zy). 


1: 


第 四 步 : 形 成 有 限 元 方程 . 
为 了 讨论 的 方便 ,假设 微分 方程 的 边界 条 件 为 齐 次 边界 条 件 , 即 wx(z,y) |r = 0. 


合击 (z19) 二 六 ugi(zy)，w(zi) 二 > upi(zy 访 , 代 人 (1) 得 


下 | 


AN 
aya) = Fw) 一 > app)u = Fp) = 1,2,°,N. (2) 
各 


其 中 


doi a do, 9 
= raw ap | 2p 3 
apigi) 人 [ 颖 总 + 疙 物 ]dzdy, 


Rpg) = jf: fp dzdy: 


将 方程 组 (2) 改写 为 矩阵 的 形式 为 ”KU = F， 
其 中 


科 学 = = 生 HE 法 


198 本 
apyP) algip) … as) 的 FCp) 
二 oo) eg) 一 apop) | ve, Fp) : 
ed ppd ty i Flgn) 


和 矩阵 天 称 为 总 刚度 阵 ,U 称 为 位 移 向 量 ,F 称 为 总 荷载 向 量 . 

在 实际 的 计算 中 ,一 般 不 是 上 面 讨论 的 那样 计算 出 总 刚度 阵 ,否则 无 法 体现 有 限 元 计算 量 
少 而 简洁 的 优点 了 ,而 是 采取 的 是 每 个 单元 的 进行 计算 ,然后 合成 总 刚度 阵 . 

把 在 2, 上 的 积分 化 为 在 单元 上 的 积分 再 求 和 ,于 是 (1) 可 改写 为 


(2 9 Agu, 9 
如 帮 问 儒 + 惨 名 J)dzdy = 5 fodzdy, vu ev,. (3) 


从 上 式 可 以 看 出 ,上 式 的 积分 都 是 在 每 一 个 单元 上 进行 计算 的 ,于 是 我 们 计算 出 每 个 单元 
的 积分 值 就 可 以 了 ,这 就 是 单元 分 析 的 内 容 . 


2. 在 讲述 单元 分 析 之 前 ,引入 一 个 新 的 概念 一 一 面积 坐标 


在 任意 单元 三 角形 AABC ,考虑 在 此 单元 上 的 Lagrange 线性 插值 . 即 函数 形式 wx(z,y) 一 
az 十 如 十 c, 很 显然 有 三 个 未 知 量 , 需 要 三 个 条 件 来 确定 这 三 个 未 知 量 , 于 是 给 定单 元 三 个 顶 
点 的 函数 值 . 首先 ,考虑 在 三 角形 上 的 Lagrange 基 函 数 , 即 LACz,y),La(Cz,y) 和 LcCzyy). 以 
LA(Cz,y) 为 例 说 明 . 因为 LA(Cz,y) 是 Lagrange 基 函 数 , 则 LA(Cz,y) 满足 
LA(A) 一 1,LA(B) 一 0,LA(C) = 0. 
假设 单元 三 角形 的 坐标 为 ACzi,y) ,BCzs,y),CCzs,y) ,单元 上 的 Lagrange 基 函 数 
LACz,y) 二 az 十 by 十 c, 并 利用 待定 系数 法 得 
LaA(A) = ar 十 bo 十 c= 1， 
| -tte (4) 
La(C) = ar; +bys+e = 0. 
另外 假设 三 角形 三 顶点 A,B,C 是 逆 时 针 顺 序 排列 的 , 则 三 角形 的 面积 与 上 述 方程 组 系数 
和 矩阵 之 间 的 关系 为 


zi yu 1 
Suac = 到 zz y 1 
za y 1 
于 是 由 Gramme 法 则 ,求解 方程 组 (4)， 
_ 一 Pe ed Tay — Tays ， 
a we b 250c ， c 2Syc 


则 
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_ nT Ty — Tays 
MM) me 2m Di 


-= hs 一 zy 一 zy 十 zy 十 zz 一 zyz). 
2Sngc 


根据 行列 式 展开 规则 有 


| 
zya 一 2 一 zy 一 zy 十 zy 一 zy 一 |z y: 1|. 
xz y 1 
又 设 点 PCz,y) 为 单元 三 角形 内 部 任意 点 ,APBC 的 面积 为 
S| 
Srac 一 去 xz y 1 
xz yx 1 
可 得 
= 2Srsc _ Seac = Spsc 
Lz = = SE, Lr,y) = Be. 
同 理 可 得 其 他 两 点 的 Lagrange 插值 基 函 数 
S 
Lalz,y) = 溃 ， LeCr) = Pe. 


由 上 面 三 式 可 见 ,在 三 角 单 元 上 进行 插值 ,得 到 的 Lagrange 基 函 数 是 与 面积 有 关 的 . 
如 果 令 
ppc 


= = BE, b= Ler) = BE, =Lzy) = Be, (5) 
be i ne 


显然 (U1,4h2,h3) 具有 如 下 性 质 : 

@ 都 是 点 P(z,?y) 坐标 的 一 次 多 项 式 函 数 ; 

四 是 非 负 的 , 即 4 宇 0,i = 1,2,3; 

@ON+h+h =1. 

假设 点 P(z,y) 是 单元 三 角形 内 部 的 任意 给 定 的 点 ,由 上 面 的 讨论 显然 有 ,可 以 唯一 确定 
(Ai ,ha hs ) 三 重 数 . 相反 地 ,如 果 给 定 满足 上 面 性 质 (2)(3) 的 三 重 数 (Ai ,hz ,1 ) ,也 可 以 唯一 的 
确定 点 P(z,y) 在 三 角 单元 中 的 位 置 . 则 (Ai ,4 ,ns ) 与 (z,y) 是 一 一 对 应 的 . 因此 可 以 将 Ch， 
ha hs ) 作为 平面 内 某 点 的 坐标 , 称 此 坐标 为 面积 坐标 或 者 重心 坐标 或 者 齐 次 坐标 . 
面积 坐标 的 其 他 性 质 


@ 单元 三 个 顶点 的 坐标 分 别 是 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ,重心 坐标 是 (二 ,十 ， 


回 单元 三 条 边 的 方程 分 别 是 X, 一 0, 一 0 一 0 
@ 过 三 角形 内 任意 一 点 作 平行 于 三 边 中 任 一 条 的 直线 ,此 直线 方程 在 面积 坐标 的 表示 为 


1 
3 


科学 zi 


1 一 Const 或 者 ja 一 Const 或 者 ia 一 Const; 
@ 任何 一 个 关于 z,y 的 次 多 项 式 ,通过 变换 (5) 变 为 关于 ji ,hz ,hs 的 齐 人 次 多 项 式 . 反 


之 亦 然 . 
3. 下面 讨论 面积 坐标 与 直角 坐标 之 间 的 关系 
因为 1 十 Xs 十 Xs 二 1, 所 以 三 重 数 (1 ,hs ,hs ) 只 有 两 个 独立 的 变量 ,第 三 个 依赖 另外 两 个 
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变量 的 取 值 . 
Es i 
Bn, Se Se 
PR Oe EE A Ey 
Si Se Suc 
= Se = apy yt riyt tn xn) = a (Gzthyte), 《8) 
SoS Suc 
其 中 
了 y 1 y 1 2 1 
m= Qz 一 J My 
RS 2 1 » 1|" 
FE m1 zz 1 
b= ， bh 二 b= 4 
| | "lz | ” la 1 
TX 32 Ta 3 I bl 
Be, [a sy 本 
TXT3 Ys 1 BA T2 32 
从 而 可 得 
Fw 十 zaha 十 zaha = 工 ， 
Du 十 yzahz 十 3ahs 一 y， 
p=- (zi — ZION 十 (zs 一 za))a + zy, 
3 一 (一 %m)Mi ys — y3)As + ys. 
如 果 取 ,4 为 独立 变量 , 则 
a Ee WE 
az 2Sc” ar 2Snc” 
2 a 34 后 
ar 2Snc’ az 2Snc” 


如 果 令 二 ,7 二 2, 则 (9) 定义 了 一 个 仿 射 变换 ,把 直角 坐标 系 下 的 任意 三 角形 变换 为 
面积 坐标 系 下 的 标准 等 腰 直角 三 角形 . 如 图 7. 15 所 示 
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多 7 
2 Cc 
1 
4 
i 
Bp 
一 
9 x 4 1 §& 
图 7.15 
此 变换 的 Jacobi 行列 式 
aaCzyy) Zi 一 Z3 Ta 一 Ts 
了 一 | 颖 怜 |= 一 2Suc。 
(人力 入 一 并) 入 一 为 加 


在 做 单元 分 析 时 ,需要 计算 大 量 的 积分 ,而 且 被 积 函 数 是 多 项 式 . 把 被 积 函数 的 积分 变量 
变 为 面积 坐标 表示 ,给 积分 的 计算 带 来 很 大 的 简便 . 因为 


Dawaarasr dzdy = 2 aaa"as ?Ada da 
一 24 md 一 — a2) da da 
= EN — A — ?dh da 
= [ra oad" ea 一 ao?dt 
4 
再 利用 Eular 公式 
| eau ee 


Cn 十 力 十 1)1 
由 此 得 到 
my mlnlp! 
a A 
单元 分 析 


任 取 一 单元 e 二 AP:P;P。，, 设 函数 w(x,y) 在 节点 P; 的 值 是 ui ,因为 w(z,y) 在 每 个 单元 
是 线性 函数 , 则 u, (rz,y) 可 以 表示 为 
(zy) 一 ui 十 zi 十 zh 
mu(zyy) 一 ui 十 ui 十 am， 
其 中 心 , Wi ,4m 是 面积 坐标 ,也 分 别 是 节点 P;,Pi,P。 在 单元 e 所 对 应 的 形 函 数 . 
因此 由 (6)(7)(8) 可 得 
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PAC 
同 理 可 得 
au _ 1 
By = 35 bu + bju; + bnunm). 
为 了 书写 的 简洁 和 方便 ,引入 如 下 矩阵 和 向 量 的 记 法 
9a: oN an 
_|az az 3az|_ 1 fa a, a- 
中-| 于 这 |- 吉 区 % | 
9y 9y 9y 
[4], = CD An]ixs， {wu}, = {wivu un}, {vy}, = {visv svn). 


则 有 ww = ( 弘 1. 又 1.) = [BJtw).， 


/fam om \ 
vw = ( 续 上 改 1) = [BJ(w). 


于 是 

了 2[ TW Vdzdy = pa | {Vw}T {vu}dzdy 

= Doar Ce).dzdy 

= De), = DBA)drdy = Bf). 
其 中 


[a = Df Caterdy f= Ardzay 
称 [ 碳 , 为 单元 刚度 矩阵 , 称 /7 为 单元 荷载 向 量 . 

4. 与 一 维 情形 类 似 , 需 要 把 三 阶 方 阵 和 三 维 向 量 扩充 为 N 阶 方 阵 和 N 维 向 量 ,但 与 一 维 
情形 也 有 不 同 的 地 方 , 因 为 在 二 维 平面 中 . 单元 的 顶点 的 编号 一 般 不 是 相 邻 的 ,此 时 ,扩充 后 的 
矩阵 中 的 非 零 元 素 是 根据 单元 的 顶点 的 编号 来 确定 的 . 

设 ww(zyy) 入 (zy) 在 节点 已 的 函数 值 分 别 为 w, 和 , 记 为 向 量 形式 

{wu} = (za yazyav)Ty{e) = (tv VN) Ts 


不 妨 假 设 所 有 单元 的 顶点 是 按 逆 时 针 方 向 从 小 到 大 编号 , 即 e = AP,PiP。i 一 二 m, 计 


算 后 得 到 
Bi ks kl]fv 
{wa} CK], {um}, = Cu su yz) 有 | | 


WB ey ‘Res 
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即 单元 刚度 阵 为 

Bk 
hy | 

kis key km 

做 如 下 扩充 ,将 单元 刚度 阵 中 的 九 个 元 素 分 布 在 扩充 后 矩阵 的 第 ij,m 行 和 第 i,j,m 列 的 交 

叉 的 位 置 上 ,其 他 元 素 都 是 零 . 即 


= 


k 局 ke 
[KI = 色 kh ks 
Rs ky 语 


类 似 地 ,单元 荷载 向 量 。 广 三 (f.,f;',f。)" 扩充 为 N 维 向 量 ,这 三 个 分 量 分 别 在 第 i,j,m 的 
分 量 位 置 上 ,不 为 零 外 ,其 余 的 均 为 零 . 


FF = (* A 六 fn) 
把 上 面 扩充 后 的 单元 刚度 阵 和 荷载 向 量 按 单元 作 线性 竹 加 ,得 到 
K= >) [KY, F= Or, 


它们 分 别称 为 总 刚度 阵 和 总 荷载 向 量 . 此 过 程 称 为 总 体 合成 ,另外 ,把 计算 单元 刚度 阵 和 单元 
荷载 向 量 的 过 程 称 为 单元 分 析 . 于 是 变 分 问题 转化 为 : 求 {u} E R* ,使 得 
{u}TK{v} = FT{vy), Vi{v} € R", 
由 于 {vy) 的 任意 性 ,得 到 线性 方程 ,也 即 有 限 元 方程 K{u} = F. 
下 面 讨论 有 限 元 方程 的 解 得 存在 性 和 唯一 性 . 首先 讨论 总 刚度 矩阵 的 性 质 ,很 显然 ,总 刚 
度 阵 是 对 称 的 . 另外 , 它 也 是 正定 的 ,因为 
对 任何 0 关 {u} € R* ,考虑 二 次 型 {wu} 7K{a}. 只 要 证 明 当 {wu} 关 0 时, {wu}"K{u}) > 0， 


(Ta = {wT BLKY (wD) = {4)" 5 Car Lejardy(u) 


= Dvdrdy >o. 
因此 总 刚度 阵 的 正定 的 . 于 是 我 们 得 到 ,有 限 元 方程 的 解 存 在 而 且 唯 一 . 
算 例 1: 考虑 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 
ee = (zy)， (zy) € (0,1) x (0,1)， 


u ln 一 0， 
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第 一 步 :构造 等 价 的 变 分 问题 的 离散 格式 . 

求 weE Vi 使 得 a Cu sw) = VuV mdzrdy = maray， Vu EV 

第 二 步 : 定 解 区 域 的 剖 分 以 及 节点 和 单元 的 编号 . 在 +,y 方向 上 将 [0,1] 等 分 为 N 等 分 . 
采用 等 腰 直 角 三 角 单 元 剖 分 ,一 页 .在 此 ,我 们 用 坐标 式 编号 ,节点 编号 记 为 (i, 放 ,内 节点 1 
过 iN 一 1,1 之 j 之 N 一 1, 边 界 节点 i 二 0,N,j = 0,N; 内 节点 编号 的 相 邻 关系 如 图 7. 16: 


Ee 


| La 
hn [GD 
(a) 
图 7.16 内 结 点 编号 的 相 邻 关系 
第 三 步 :构造 有 限 元 空间 一 一 三 角 线 性 有 限 元 空间 . 


构造 节点 基 函 数 py (z，,y) ,从 而 V。 = span{gs (Ty) ,0 志 i,j 过 N}. 
第 四 步 : 形 成 有 限 元 方程 . 
a (Pit pig Ui + a pers Pi Wit + a ginsj si ) Ui 
+ aCgpij pir ui + a pi Ps) Wis + a penn is uh 
+algum pi Jum = fp), 1<ij<N-1. 
通过 计算 可 得 
— Wi tOX Wi — bey + hii — tit + OX wi — wim = 3h: fs, 
好 = fl ij <N-1. 
第 五 步 : 采 用 数值 方法 求解 有 限 元 方程 组 . 
算 例 2: 用 三 角 线性 有 限 元 方法 计算 偏 微 分 方程 的 近似 解 . 
Qu , gu 
= (ro 


u(xz,0) = zz,1)=1+rz,0<r<l1, 


)=—6(z+»,0<r<10<y<1, 


二 
uO = Yux(l,y) =1+y,0<y<l, 
偏 微分 方程 的 解析 解 为 u(xz,y) = zz 十 yxy. 


网 格 部 分 采用 等 腰 直角 三 角形 部 分 , 且 三 角形 的 直角 边 的 步 长 为 廿 ,其 解析 解 曲 面 图 \ 数 
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值 解 的 曲面 图 以 及 误差 的 曲面 图 分 别 如 图 7. 17、 图 7. 18、 图 7. 19 所 示 . 


0 0 
图 7.17 真 解 曲面 图 


x10"s 
1.5 .es 


图 7.18 有 限 元 计算 结果 曲面 图 


网 格 部 分 采用 等 腰 直 角 三 角形 部 分 , 且 三 角形 的 直角 边 的 步 长 为 去 ,其 数值 解 的 曲面 图 以 及 
误差 的 曲面 图 分 别 如 图 7. 20、 图 7. 21 所 示 . 
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02 


1 00 
图 7.20 ”有限 元 计算 结果 曲面 图 图 7.21 误差 曲面 图 


7.5 ”二 维 矩形 双 线 性 元 


设 二 维 区 域 Q 被 分 成 有 限 个 矩形 单元 ,不 妨 设 每 一 个 矩形 的 边 都 和 坐标 轴 平 行 , 并 且 和 三 
角形 剖 分 一 样 , 剖 分 必须 满足 如 下 条 件 

(1) 单元 之 间 的 内 部 没有 重 肥 . 

(2) 每 一 个 矩形 的 顶点 ,或 者 是 0 边界 上 的 点 ,或 者 是 相 邻 矩 形 的 公共 顶点 . 


任 取 单元 “一 {(z,2) | zi 生生 己 , 入 ?福光 } 单 元 的 中 心 坐标 (也 斑 衬 ,办 于 只 )， 


取 肌 二 于 了 一 ,hs = 汪汪 ,定义 如 下 变换 


此 变换 将 单元 。 变换 为 如 下 标准 正方 形 单元 e 
e 一 {(61) I—-1<é<1,—1<y<1), 
在 (8,7) 坐标 系 下 ,标准 单元 的 四 条 边 的 方程 是 & = 土 1,7 一 士 1, 如 图 7. 22 所 示 
已 知 单元 四 个 顶点 的 函数 值 , 求 一 个 二 元 多 项 式 . 如 果 是 二 元 一 次 多 项 式 , 只 有 三 个 未 定 的 系 
数 ,只 需要 三 个 条 件 就 可 以 确定 此 多 项 式 ; 如 果 是 二 元 二 次 多 项 式 ,那么 有 六 个 未 定 系数 ,那么 
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| | 
AC1-D) B11) 


图 7.22 


需要 六 个 条 件 , 但 目前 只 有 四 个 条 件 , 无 法 确定 多 项 式 . 于 是 ,考虑 不 完全 的 二 次 多 项 式 . 又 考 
虑 两 个 相 邻 单元 在 单元 交界 上 的 连续 性 ,采取 如 下 插值 多 项 式 
P(z,y) 一 a 十 好 十 cy 十 dzy， 

由 于 固定 其 中 一 个 变量 ,此 多 项 式 对 另外 一 个 变量 是 线性 的 ,因此 称 多 项 式 为 Lagrange 双 线 
性 插值 . 与 三 角 线性 元 类 似 , 先 讨论 在 标准 单元 。 上 单元 的 形 函 数 . 通过 变换 就 得 到 单元 。 上 的 
形 函 数 . 对 节点 户 ; 的 形 函 数 了 (6,7) 满足 如 下 条 件 : 

(DLiC&,D 在 。 = 户 户 PP 上 是 &,7 的 不 完全 二 次 多 项 式 a 十 外 十 思 十 发 9. 

(DL(P,) = 6 
不 妨 设 四 个 节点 的 坐标 是 户 (一 1, 一 1),P:(1, 一 1), 记 (1,1), 户 (一 1,1), 以 节点 户 的 形 函 数 
为 例 讨论 形 函数 . 

LP) = 1,L(P,) = 0,L,(P,) = 0,L,(P,) = 0. 


由 待定 系数 法 不 难得 到 C&D 一 士 (1 一 个 (1 一 力 . 
同 理 可 得 其 他 节点 在 标准 单元 上 的 形 函 数 
L&D =4U+tOI-D, LD=40+O0+D, 


L&D = -H+D. 


因此 ,在 单元 。 上 的 双 线 性 插值 函数 为 
ua (és) 一 ul€,D + ul€,D + ul énD +uL én, 
其 中 w 是 插值 函数 在 节点 的 函数 值 . 


在 单元 。 上 的 插值 函数 ,只 要 通过 变换 ¢ 二 


砚 一 ,就 可 以 得 到 . 即 
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ey hd 三 二 一 和 nd 工 一 Zo bow. 
Lilz,y) = (1 ) (1 二 ) ,Li(€,7) a1+ 去 )(1 大 )， 


二 1 I— xo 2— = 1 -zo 2 一 2 
Li(€ DD) 一 二 (1 十 部 )(1 十 元 )， 工 (人力 二 (1 元 )(1 十 RE )， 


从 上 面 所 求 的 4 个 形 函 数 可 以 看 出 ,二 维 的 双 线 性 形 函 数 实 际 上 是 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 一 
维 线性 插值 基 函 数 的 乘积 . 

通过 上 面 的 方法 构造 出 来 的 分 片 双 线性 函数 在 定 解 区 域 上 是 连续 的 . 因为 ,在 相 邻 两 个 的 
公共 边 上 ,插值 函数 只 是 变量 z 或 者 y 的 一 次 函数 ,而 一 次 函数 在 此 边 上 的 值 完全 由 公共 边 两 
个 端点 的 函数 值 唯 一 确定 . 因此 插值 函数 在 公共 边 上 连续 ,因此 ,在 定 解 区 域 是 连续 的 . 

算 例 3: 考 虑 用 双 线 性 矩形 有 限 元 求 下 面 方程 的 近似 解 . 


一 ( 焉 + 焉 )= 一 6z+),0<z<10<y<1， 
xu(zy0) = mau(z1) =1+z ,0<zS1, 


&u(0,y) = Yu(l,y) =1+y ,0<ySl. 
网 格 部 分 采用 正方 形 剖 分 , 且 单元 边 长 为 十 ,其 数值 解 的 曲面 图 以 及 误差 的 曲面 图 分 别 
如 图 7.23、 图 7. 24 所 示 . 


图 7.23 有 限 元 计算 曲面 图 图 7.24 误差 曲面 图 


网 格 部 分 采用 正方 形 剖 分 , 且 单元 边 长 为 而, 其 数值 解 的 曲面 图 以 及 误差 的 曲面 图 分 别 
如 图 7. 25 .图 7. 26 所 示 . 
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图 7.25 有 限 元 计算 结果 曲面 图 图 7.26 误差 曲面 图 


7.6 ”误差 估计 
在 前 面 的 章节 中 ,我 们 讨论 了 几 种 常用 有 限 元 ,下 面 讨论 用 有 限 元 所 求 的 数值 结果 是 否 是 
收敛 的 ;收敛 时 ,误差 多 大 . 我 们 以 一 维 线性 元 和 二 维 线性 元 为 例 讨论 有 限 元 的 误差 估计 . 
1. 一 维 线性 有 限 元 的 误差 估计 : 


为 了 简单 ,我 们 考虑 方程 
wz) = f(z), rE€ (a,b), 


ula) 一 0， 
ub) 一 0. 
则 等 价 的 变 分 问题 : 求 (zx) € C3(a,b) ,使 得 
au = | wd = rvaz, Vv € Clla,b). (9) 
有 限 元 方程 
~ 
avaoD = | adz= fordr, Vu € VC Casb). (10) 


为 了 讨论 误差 ,需要 如 下 不 等 式 : 
如 果 u(z) € C'(a,b), 且 wla) = 0, 则 


de) dr > | wz(z)dz. (11) 
a 


Bo— 
因为 ,由 Newton 一 Leibniz 公式 以 及 已 知 条 件 有 :u(z) 一 i ar, 
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利用 Cauchy 一 Schwartz 不 等 式 有 
ln = Sa: < aa -of rar. 
再 对 上 式 两 边 同时 在 区 间 [a,6] 上 积分 得 
Pius) pach eol pe = L532 (dd, 
即 得 “| ( 旦 )*dz>> cp (edz, 
称 此 不 等 式 为 Friedrichs 不 等 式 . 
如 果 在 上 式 两 边 同 时 加 上 65-2-5|( 忽 )*dz, 得 到 


du 、， ;= “2 du,: 
d+ 2 dz > tyr) Le Cn) + (ey:Jdz, 


即 有 (经 )*dz > 
记 


2 a 
wa e+ dd = [es) + (QE) dz 


Nee + ddr = uli, frcwar= uls, ds):ar =l ut, 


很 显然 有 ul? = 1 ze 上 十 | wx 
则 有 cllull <| uh. 
定理 (Cea 引 理 ) : 设 x 和 zx 分 别 是 方程 (9) 和 (10) 的 解 , 则 
au 一 wo) 一 0，VuweEew， 
lu—w ll SpPinflu—w li, VvE€EV, 
证 明 : 很 显然 由 (9)(10) 相 减 得 到 (13). 此 等 式 称 为 正 交 性 . 
由 (12) 有 aw 一 wu 一 ww) 宇 cu 一 uw, 1?, 
利用 (13), 有 
a(u— uum) = alu— usu — vv — us) 
= a(u— Wu) a — uv — us) 
= a(u— wu — wh), 


利用 Cauchy 一 Schwartz 不 等 式 
alu hu) 一 fe Wu) Cu— wh) dr 


(rar)} 人 ee 二 an 二 


< 
< uw li lu—w li. 


从 上 述 两 式 可 得 


(12) 


(13) 
(14) 


(15) 


(16) 
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clu—wulf Sa uu ww) = au um) Su—ulilu—w li, 
因此 lu 一 wl!<plu—wl, 
又 由 vw 的 任意 性 , 则 有 wu 一 wa 1 才 Binflu—wli, vw€V, 


. RA 
在 上 面 的 结论 中 ,只 需 取 vw 为 u 的 分 段 线性 Lagrange 插 值 w, 于 是 只 要 讨论 | u 一 wu 的 
误差 估计 . 


为 了 得 到 lu 一 ur 的 误差 估计 ,首先 在 单元 Lz-: ,zi] 上 讨论 . 则 


其 中 


Wz) 一 ut (mu) EE 
ur! 和 uw; 真 解 在 节点 ,1 ,zi 的 函数 值 . 
利用 分 部 积分 ,得 到 u, 和 zw(z)， ur 和 wi! 表示 ， 


六 | 


的 dr ,至 1 tu = w(x), 
必 (z 一 吕 择 &+ 嵌 |。 (z 一 zrD 十 ur = u(x), 
于 是 将 w 代 和 人 插值 函数 w 中 ,得 到 
wD owt zi—0) di 十 h 辟 i 
则 


wD wz) = MD $a dt 一 三 — 


=1+L. 
利用 Cauchy 不 等 式 
i<| 人 (名 > 本 rd 
RB<| -oa A < a 
Se CI 3 
由 此 得 到 


[wun +t2nE + Dd 


a 
本 Ms 
<2 +r< 和 从 上 a a 


ME cd 
全 六 rd 


Naw ?= er) ud = Cu(z) — wz))?dt 
人 


4 du 过 入 4 
> 3 [Ye 3 和 


PAs 
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另外 


dfula) 一 mtao] [ie TI da 
二 | da | (a Ba n+l 


再 次 利用 Cauchy 不 等 式 


下 二 随 df $a < hl et 


a A 
互 < 二 | 一 Dra] ($d < 外 Pde, 
与 前 面 的 估计 类 似 得 到 


uu = AD) D2 + el 


se 


因此 ju 一 wli1<mh|lw lo 
因此 有 如 下 的 定理 ， 
定理 : 若 xE C*[a,b] 是 (9) 的 解 ,us 是 线性 有 限 元 的 解 , 则 存在 与 无关 的 常数 c 使 得 
humwu li < lw li,. 
上 面 的 定理 给 出 了 真 解 与 有 限 元 解 导数 之 间 的 误差 估计 , 下 面 我 们 讨论 函数 值 之 间 的 误 
差 . 为 了 得 到 丰满 估计 ,需要 利用 Nitsche 技巧 . 
定理 :车 u € C*[a,b] 是 (9) 的 解 ,w 是 线性 有 限 元 的 解 , 则 存在 与 h 无关 的 常数 c 使 得 
um—w lo < oh’ wl,. 
证 明 : 考 虑 辅助 问题 


w(a) 一 0， 


Fe =u—w, XE (ab), 


w(b) 一 0， 
则 其 变 分 问题 la(uvo) 一 | (一 ww)odz， Yue CCa,b). 
令 v=v 一 内 , 任 取 五 E V, 由 正 交 性 有 


Num—wu l= altwu—w) = a(w— wu— wu) 

< lw—wlilumw li Sl lw wl. 
又 由 蕊 的 任意 性 ,于 是 

lu—wu ls < lw linf lw—wl) 

Sl linf lw—wl) < wl wl,, 
其 中 ”wi 是 w 的 插值 函数 . 
又 因为 wz) = w 一 wz E (a,b), 于 是 w== zx 一 加 1 ,所 以 

uu li < wl lu—w, lo, 7 

即 uw lo < lw lo. 
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2. 二 维 线性 有 限 元 的 误差 估计 


为 了 简单 起 见 , 考 虑 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 
一 An = f(z,y), (zy) EN, 
ulan = 0. 
在 二 维 的 情况 下 ,同样 存在 Cea 引 理 ,所 以 只 要 讨论 二 维 的 插值 误差 ,下 面 讨论 插值 误差 . 
为 此 ,我 们 先 讨论 在 任 一 单元 上 的 插值 误差 .采用 前 面 讲述 面积 坐标 的 记号 , 设 单元 的 顶点 的 
编号 是 1.2 和 3. 于是, 有限 元 解 在 单元 上 可 表示 为 
ua (Ty) = zi 工 | 十 zz: 十 zaLa， 
也 即 真 解 函数 wx(z,y) 在 单元 上 的 Lagrange 插值 函数 . 
构造 辅助 线性 函数 p(x,y) = x(Q) 十 wu;(Q) (zx zo) +u,(Q) (yO— yo). 
其 中 Q 点 是 单元 中 的 任意 一 点 . 此 外 ,辅助 函数 还 可 以 表示 为 
旋 (z,y) = 加工 | 十 psL; 十 加 工 : ， 
其 中 户 = p(xzi,y,) 表示 在 单元 顶点 的 函数 值 . 


3 
| Du—wu) |<I Dlu—p) | 二 | Dp—u) |=| De 一方 | 二 2) 1p—ulDL |， (17) 
各 


其 中 表示 偏 导数 算 子 . 
根据 辅助 函数 的 构造 ,可 以 将 辅助 函数 认为 是 真 解 函数 在 Q(8,7) 点 的 Taylor 展 开 式 的 前 
三 项 ,由 此 有 
MU(Czyy) 一 轧 (z,3) 


= we (EDT Hu EDIT—Oy—D+u Dy —D’, (18) 
D's(u—p) = 2us (人力 (一 旨 十 2uo (by — DD), (19) 
D’,(u—p) = 2us (ED(T— Ab) +2u, (€,D yO— DD. (20) 
根据 Lagrange 插值 基 函 数 的 性 质 
了 1 1 | 一 | 五 二 Zn 1 
| DL |=| "5: I< 1 DL | ~s5: lS (21) 


由 (19 一 21) 可 知 
| Du—p) I< 201+ JM, 


又 因为 单元 剖 分 时 满足 条 件 cp 人 <h < csp， 
于 是 有 | Dl(u—p) | 入 eMh. (22) 
再 由 (17),(22) 可 得 


Mauls = eu + Du) | +1 DG 一 ww) dzdy) 
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< CQO) | ul sh. 
所 以 得 到 如 下 定理 : 
定理 t 若 u € C* (6) 是 (9) 的 解 ,us 是 线性 有 限 元 的 解 , 则 存在 与 h 无 关 的 常数 C 使 得 
lu—w ll < Ch lul;. 


习 题 
1. 用 有 限 元 方法 解 两 点 边 值 问题 
a Oi 
u(0) =a, ul)=5 


做 等 步 长 前 分 ,ziGi = 1,2,…,N 一 1) 为 内 部 节点 ,pi 为 节点 基 函 数 ,请 回答 如 下 问题 ; 
(1) 线性 有 限 元 在 [z, ,zw ] 上 的 单元 刚度 阵 . 
(2) 计算 出 与 内 部 节点 相关 的 几 个 非 零 的 元 素 . 
(3) 写 出 单元 刚度 阵 如 何 公 加 为 总 刚度 阵 . 
(4) 写 出 线性 有 限 元 方程 组 . 
(5) 根据 (1) 一 (4) 的 过 程 写 出 二 次 有 限 元 的 有 限 元 方程 组 . 
2. 有 限 元 解 椭圆 边 值 问题 
—Aut+pl(ryWu=/f, 0<zry<l 
ulr=0 
请 回答 如 下 问题 : 
(1) 用 等 腰 直角 三 角形 剖 分 ,计算 出 内 部 节点 (zi,y) 所 在 某 个 单元 上 的 单元 刚度 阵 ,以 
及 与 此 节点 所 有 相关 的 非 零 行 元 素 . 
(2) 根据 (1) 的 计算 结果 ,计算 总 刚度 阵 . 
(3) 用 矩形 剖 分 ,回答 (1)(2) 的 问题 . 


上 机 练习 


de 
u(0) = 0,x(r) = x, 


,pe 
1 dz 精确 解 v(z) 一 工 十 2sinz. 


dz 
u(0) 一 一 2,x(r) 一 e 十 3， 


du_ du 和 
一 +uw=e—3sinr,0<r<x, 
:| 2 ”精确 解 u(z) 一 er 一 3cosz. 
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2 
— (S40) = 6(z+y,0<r<10<y<l, 
az 9y 


zu(zy0) = zu(z,1) =1+z,0<r<l1, 精确 解 (x,y) 一 x! 十 y. 
u(0,y) = yul,y) =1+y,0<y<1, 


Tp 
Ge ap =0,0<zr<1,0<y<]1, 
u(0,y) = siny 十 cosy,x(1,y) = el(siny+ cosy),0 < yl1, 


u(xz,0) = e* ,u(rz,1) 一 er(sinl 十 cosl) ,0 一 zz 一 1， 


精确 解 w(z,y) = ef(Csiny 十 cosy). 


一 (2 十 9 9) 一 (于 一 1)ersin(xzy),0< 工 <2,0<y 到 1， 
Az ay 


u(0,y) = sinxy,u(1,y) = esinxry,0 三 y 三 1， 精确 解 u(x,y) 一 ersinry， 
u(x,0) = 0,u(x,1) = 0,0<x<1. 


要 求 :计算 一 些 节点 的 值 ; 夯 出 精确 解 的 曲面 图 ;h = 十 :h = 页 数值 解 的 曲面 图 ; 面 出 误 


差 的 曲面 图 . 
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随 着 科技 日 益 发 展 ,数据 的 收集 越 来 越 必 要 ,也 越 来 越 便捷 、 科 学 、 真 实 . 如 何 从 数据 中 最 
大 限度 地 发 掘 出 它 蕴涵 的 重要 信息 ,从 而 更 好 地 指导 我 们 的 事业 , 便 显得 尤为 重要 ! 本 章 以 各 
种 数据 集 带 动 , 串 起 常用 、 成 熟 ,经 典 的 统计 处 理 方法 ,限于 篇 幅 ,简介 原理 , 重 在 应 用 , 略 去 繁 
琐 的 公式 推导 , 详 述 它们 在 应 用 广泛 .界面 友好 的 统计 软件 SPSS 中 的 处 理 方法 及 结果 解释 


8.1 建立 SPSS 数据 集 


如 何 输入 如 图 8. 2 的 数据 集 呢 ?启动 SPSS, 点 击 SPSS 视窗 底部 左 方 而 variable viev 朋 
中 的 Variable View 标签 , 便 切 换 到 变量 定义 界面 ,可 定义 新 变量 (图 8. 1). 


I student.sav - SPSS Data Editor 


ren Nmene le 0 5 INone 
Var iablo Viow NN 


图 8.1 定义 变量 


图 8.2 输入 数据 


定义 完毕 ,点 击 SPSS 视窗 底部 左 方 中 的 Data View 标签 ,切换 到 数据 界面 ,开始 输入 数据 
(图 8. 2). 然后 存盘 ,将 此 数据 集 命名 为 student. sav. 双击 student. sav, 启 动 SBSS 同时 打开 数 
据 集 student. sav. 

说 明 ; 为 节省 篇 幅 , 我 们 把 在 菜单 进行 如 图 8. 3 的 操作 ,文字 令 述 为 依次 点 击 菜单 标签 : 
Analyze-Reports-Case Summaries, 下 文 同 . 


fF student.sav - SPSS Data Editor 


图 8.3 ”菜单 标签 实际 操作 
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8.2 ”相关 分 析 及 回归 分 析 处 理 方法 


相关 分 析 及 回归 分 析 比 较 经 典 ,原理 极 易 找到 ,在 此 直接 说 明 一 下 ,在 SPSS 中 打开 相关 


数据 集 后 ,是 如 何 实现 的 ! 


> 


相关 分 析 : 依 次 点 击 菜单 标签 :Analyze-Correlate-Bivariate, 再 把 两 个 有 关 的 变量 选 入 , 选 
择 Pearson,Spearman 和 Kendall 就 可 以 得 出 这 三 个 相关 系数 和 有 关 的 检验 结果 了 ( 零 假 
设 均 为 不 相关 ). 

自 变量 中 有 定性 变量 ( 哑 元 ) 和 定量 变量 而 因 变 量 为 定量 变量 时 的 线性 回归 分 析 : 点 击 
SPSS 选项 :Analyze-General linear model-Univariate， 在 Options 中 选择 Parameter 
Estimates, 再 在 主 对 话 框 中 把 因 变 量 选 人 Dependent Variable, 把 定量 自 变 量 选 人 
covariate, 把 定性 因 变 量 选 人 Factor 中 .为 了 输出 估计 的 参数 ,在 Options 中 的 Display 中 
选择 Parameter estimates; 回 到 主 对 话 框 后 , 再 点 击 Model, 在 Specify Model 中 选 
Custom, 再 把 有 关 的 自 变量 选 入 右边 ,再 在 下 面 Building Term 中 选 Main effect. 然后 就 
Continue-OK ,就 得 到 结果 了 . 输出 的 结果 有 回归 系数 和 一 些 检验 结果 . 


自 变量 和 因 变 量 都 是 定量 变量 时 的 线性 回归 分 析 :， 利用 SPSS 选项 ; 
Analyze-Regression-Linear, 再 把 有 关 的 自 变量 选 入 Independent， 把 因 变量 选 人 
Dependent, 然 后 OK 即 可 . 如 果 自 变量 有 多 个 (多 元 回归 模型 ), 则 都 选 人 . 

Logistic 回归 ,， 自 变量 为 定量 变量 时 : 利用 SPSS 选项 :Analyze-Regression-Binary 
Logistic, 再 把 因 变 量 选 入 Dependent Variable, 把 自 变 量 选 入 Covariates,OK 即 可 得 到 结 
果 . 

Logistic 回归 ， 自 变量 为 定性 变量 及 定量 变量 时 利用 SPSS 选项 : 
Analyze-Regression-Binary Logistic, 再 把 因 变 量 选 入 Dependent Variable, 把 自 变 量 选 
入 Covariates ,然后 点 Categorical, 再 把 定性 变量 选 入 Categorical Covariate, 回 到 主 对话 
框 ,点 击 OK 即 可 得 到 结果 . 


8.3 ”方差 分 析 


方差 分 析 (ANOVA) 是 分 析 各 个 自 变量 对 因 变 量 影响 的 一 种 方法 . 这 里 的 自 变量 就 是 定 


性 变量 的 因子 及 可 能 出 现 的 称 为 协 变量 (covariate) 的 定量 变量 . 方差 分 析 表 的 最 终结 果 就 是 
下 检验 的 一 些 p 一 值 . 


例 1. 某 商家 有 如 表 8. 1 的 销售 数据 (sales. sav 节选 , 括 弧 中 的 数 为 计算 机 数据 的 代码 ). 


2 
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表 8.1 某 商 家 销售 数据 


a 促销 方式 promot 定性 | 售后 服务 wrvice 定性 奖金 bonus 定量 
自 变量 因子 (3 个 水 平 | 自 变量 因子 (2 个 水 平 ) 自 变量 协 变量 
23. 00 无 (0) 无 (0) 2.00 
30.00 无 (0) 有 GD) 1. 80 
30. 00 被 动 促销 (1) 无 (0) 2.10 
36. 00 被 动 促销 (1) | 有 (1) 2.10 
32.00 主动 促销 (2) | 无 (0) 1.92 
48.00 主动 促销 (2) | 有 (1) 1.70 


研究 这 个 数据 的 主要 目的 是 看 销售 额 ( 因 变量 ) 是 否 受 到 促销 方式 、 售 后 服务 和 奖金 这 三 个 自 
变量 的 影响 以 及 怎样 的 影响 . 

线性 模型 中 的 主 效应 (main effect) 就 是 每 个 自 变量 对 因 变 量 的 单独 影响 , 而 交互 效应 
(interaction) 是 当 两 个 或 更 多 的 自 变量 的 某 些 水 平 同 时 出 现时 的 附加 影响 . 假定 本 例 中 主动 
促销 比 被 动 促销 可 以 多 产生 8 万 元 效益 ,而 有 售后 服务 比 没有 售后 服务 多 产生 9 万 元 效益 . 那 
么 在 没有 交互 作用 时 ,同时 采取 主动 促销 和 售后 服务 会 产生 8 十 9 = 17 万 元 的 效益 ( 称 为 可 加 
的 ). 但 如 果 存 在 交互 效应 ,那么 同时 采取 主动 促销 和 售后 服务 会 产生 一 个 附加 的 效应 即 交互 
效应 (可 能 是 正面 的 ,也 可 能 是 负面 的 ) ,这 时 的 总 效应 就 不 一 定 是 17 万 元 了 . 

用 y 表示 销售 额 ,a; 表示 促销 ,B 表示 售后 服务 , 下 标 i 代表 促销 的 水 平 , 下 标 j 代表 是 否 
有 售后 服务 ,下 标 代表 每 种 组 合 中 的 第 几 个 观测 值 . 这 里 的 最 后 一 项 ej 为 随机 误差 项 . 

只 考虑 主 效应 ,不 考虑 交互 效应 及 协 变量 相应 的 线性 模型 为 : 

Yit = aitB temsi=1,2,3,j = 1,2,k=1,2,3,4. 

考虑 交互 效应 但 不 考虑 协 变量 : 即 考虑 促销 和 售后 服务 是 否 有 交互 作用 ,这 时 的 线性 模型 
就 多 了 一 个 交叉 项 ， 

Ee 

若 再 加 上 考虑 协 变量 的 定量 变量 奖金 ,看 它 对 销售 有 没有 影响 ,这 时 的 线性 模型 就 又 多 了 
一 项 ; 它 是 代表 自 变量 奖金 z 的 一 项 (加 上 系数 )z: 

yn 二 帮 十 户 十 (op 知 十 诺 十 ni: 

在 SPSS 中 打开 sales. sav, 选 Analyze-General Linear Model-Univariate 进入 主 对 话 框 ; 然 
后 把 sales 选 人 Dependent Variable, 把 promot 和 service 选 入 Fixed Factors( 考 虑 协 变 量 时 ,把 
bonus 选 和 人 covariate) ;点 击 Model, 选 择 Custom, 在 Build Terms 中 选择 
GE Main effects( 因 子 主 效应 ) ,再 把 promot(F) 和 service(F) 分 别 选 入 Model; 

此 选项 ,只 有 因子 主 效 应 的 方差 分 析 . 
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Gu Interaction( 交 互 效应 ) , 先 把 promot(F) 和 service(F) 选 入 Model, 再 把 promot(F) 和 
service(F) 同时 选 入 Model( 之 后 出 现 “promot * service”) ;此 选项 ,有 交互 效应 但 没有 协 
变量 的 方差 分 析 

Gu Interaction, 先 把 promot(F) ,service(F) 和 bonus(C) 分 别 选 人 Model, 再 把 promot(F) 和 
service(F) 同时 选 入 Model( 出 现 “promot x service”); 此 选项 ,有 交互 效应 和 协 变量 的 方 
差分 析 

选择 或 不 选择 Include intercept in model 则 确定 是 否 在 模型 中 包含 常数 项 ;点 击 Continue 回 到 

主 对 话 框 ,再 点 OK 即 可 ;如 果 要 输出 参数 估计 可 以 在 Options 选 诸如 Parameter Estimates 

等 . 

下 面 对 只 有 因子 主 效应 的 方差 分 析 的 SPSS 输出 结果 进行 解释 . 输出 方差 分 析 表 (主要 部 

分 且 不 带 截 距 的 模型 ) 如 表 8. 2: 

表 8.2 Tests of Between-Subjects Effects 


Dependent Variabe: sales 


TypelllSum 


Source et df Mean Square F Sig. 
Model 21469. 667" 4 5367. 407 257. 224 .000 
promot 579. 250 2 289. 625 13. 880 .000 
service 532. 042 1 532. 042 25. 497 ,000 
Error 417. 333 20 20. 867 

Total 21887. 000 24 


a. R Squared = . 981( Adjusted R Squared 一 . 977) 


在 这 个 输出 中 ,判决 系数 R* 二 0. 977, 很 接近 1; 促 销 (promot) 和 售后 服务 的 p 一 值 都 为 
0. 000 ,两 个 因子 都 很 显著 ,说 明 它 们 的 不 同 水 平 , 即 不 同 的 促销 方式 ,不同 的 售后 服务 的 确 会 
造成 销售 额 的 不 同 . 

没有 交互 作用 的 模型 可 以 从 图 8. 4 中 直观 看 出 :下 面 一 条 折线 连接 了 没有 售后 服务 时 三 
种 促销 状况 的 销售 均值 ,而 上 面 一 条 连接 了 有 售后 服务 时 三 种 促销 状况 的 销售 均值 . 由 于 模型 
选择 为 无 交互 作用 ,所 以 这 两 条 线 是 平行 的 . 实际 上 ,无 认 有 和 多少 个 因子 ,也 无 论 有 多 少 个 协 变 
量 ,都 可 以 用 本 例 的 方法 来 分 析 . 
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Estimated Marginal Means of sales 
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.00 1.00 2.00 
promot 


图 8.4 没有 交互 作用 的 模型 


8.4 ” 主 成 分 分 析 


主 成 分 分 析 (principal component analysis) 和 因子 分 析 (factor analysis) 是 把 变量 维 数 降 
低 以 便于 描述 、 理 解 和 分 析 的 方法 . 实际 上 主 成 分 分 析 可 以 说 是 因子 分 析 的 一 个 特例 ,只 是 在 
SPSS 中 在 选项 上 将 它们 区 别 开 来 . 

例 2， 现 在 有 100 个 学 生 的 高 考 成 绩 ( 数 学 、 物 理 、 化 学 ,语文 .历史 、 英 语 ) ,数据 结构 如 表 
8. 3(SPSS 数据 集 student. sav). 这 里 ,有 的 同学 语文 比 别人 好 ,可 数学 却 比 别人 低 ,…… ,到 底 
从 中 录取 谁 呢 ?这 类 数据 的 共同 特点 是 变量 很 多 ,这 里 每 个 观测 值 有 (数学 ,物理 、 化 学 .语文 、 
历史 、 外 语 )6 个 变量 ,是 6 维 空间 中 的 一 个 点 . 这 些 变量 有 些 相关 (如 数学 物理、 化 学 之 间 , 以 
及 语文 ,历史 ,英语 之 间 . ), 可 以 把 它们 用 某 种 综合 变量 (互相 正 交 的 新 变量 是 原先 变量 的 线性 
组 合 ,叫做 主 成 分 (principal component)) 来 进行 描述 (这 就 是 一 个 降 维 的 过 程 ) ,然后 可 把 他 
们 按 综合 变量 (它们 的 “代表 ”, 如 高 考 总 分 ) 的 得 分 情况 进行 排序 . 有 几 个 变量 ,就 有 几 个 主 成 
分 . 当然 ,选择 越 少 的 主 成 分 , 降 维 就 越 好 (如 果 原 始 变量 基本 上 互相 独立 ,那么 降 维 就 可 能 失 
败 , 这 是 因为 很 难 把 很 多 独立 变量 用 少数 综合 的 变量 概括 . 数据 越 相关 , 降 维 效果 就 越 好 . ). 什 
么 是 选择 的 标准 呢 ? 那 就 是 这 些 被 选 的 主 成 分 所 代表 的 主轴 的 长 度 之 和 占 了 主轴 长 度 总 和 的 
大 部 分 .有些 文献 建议 ,所 选 的 主轴 总 长 度 占 所 有 主轴 长 度 之 和 的 大 约 85% (也 有 的 说 80% 左 
右 ) 即 可 . 其实, 这 只 是 一 个 大 体 的 说 法 ;具体 选 几 个 ,要 看 实际 情况 而 定 . 但 如 果 所 有 涉及 的 
变量 都 不 那么 相关 ,就 很 难 降 维 . 不 相关 的 变量 就 只 有 自己 代表 自己 了 . 
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表 8.3 学 生 的 高 考 成 绩 ( 节 选 ) 


数学 物理 化 学 语文 历史 英语 
学 生 代 现 Cmath) (phys) (chem) (chinese) | (history) (english) 


1 65 61 72 84 81 79 


目前 的 问题 是 ,能 不 能 把 这 个 数据 的 6 个 变量 用 一 两 个 综合 变量 来 表示 呢 ? 这 一 两 个 综合 变量 
包含 有 多 少 原来 的 信息 呢 ? 怎 么 解释 它们 呢 ? 能 不 能 利用 找到 的 综合 变量 来 对 学 生 排 序 呢 ? 这 
一 类 数据 所 涉及 的 问题 可 以 推广 到 对 企业 ,对 学 校 进行 分 析 、 排 序 、 判 别 和 分 类 等 问题 . 

在 SPSS 中 打开 数据 (student. sav) ,点 击 Analyze-Data Reduction-Factor 进入 主 对 话 框 ; 
然后 把 math、phys、chem、chinese、history english 选 入 Variables, 然后 点 击 Extraction, 再 在 
Method 选择 一 个 方法 (如 果 是 主 成 分 分 析 , 则 只 能 选 Principal Components) ,下面 的 选项 可 以 
随意 ,比如 要 画 碎 石 图 就 选 Scree plot, 另外 在 Extract 选项 可 以 按照 特征 值 的 大 小 选 主 成 分 
(或 因子 ), 也 可 以 选 定 因子 的 数目 ;之 后 回 到 主 对 话 框 (用 Continue). 然后 点 击 Rotation, 再 在 
该 对 话 框 中 的 Method 选择 一 个 旋转 方法 (如 果 是 主 成 分 分 析 就 选 None), 在 Display 选 
Rotated solution( 以 输出 和 旋转 有 关 的 结果 ) 和 Loading plot( 以 输出 载荷 图 ) ;之 后 回 到 主 对 
话 框 (用 Continue). 如 果 要 计算 因子 得 分 就 要 点 击 Scores, 再 选择 Save as variables( 因 子 得 分 
就 会 作为 变量 存在 数据 中 的 附加 列 上 ) 和 计算 因子 得 分 的 方法 (比如 Regression) ;要 想 输出 上 
面 的 Component Score Coefficient Matrix 表 , 就 要 选择 Display factor score coefficient 
matrix; 之 后 回 到 主 对 话 框 (用 Continue). 这 时 点 OK 即 可 . 

对 本 例 学 生成 绩 的 数据 进行 主 成 分 分 析 , 得 到 SPSS 输出 如 表 8. 4: 

表 8.4 Total Variance Ecplained 


lnitial Eigenvalues 


Compoment Total % ofVariance Cumulative % 
1 3.735 62. 264 62. 254 
2 1.133 18. 887 81. 142 
3 .457 7. 619 88.761 
4 .323 5. 376 94. 137 
5 . 199 3. 320 97. 457 
6 .153 2. 543 100. 000 


Extractiond Method:Principal Component Analysis. 
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这 里 的 Initial Eigenvalues 就 是 这 里 的 六 个 主轴 长 度 ,又 称 特征 值 (是 数据 相关 抢 阵 的 特征 
值 ). 可 以 看 出 这 六 个 特征 值 大 小 不 一 ,最 大 的 为 3. 735, 占 主轴 长 度 总 和 (或 所 有 特征 值 的 总 
和 ,又 叫 总 方差 ) 的 62. 2549 二 3.735 二 (3.735 十 1.133 十 .457 十 .323 十 . 199 十 . 153) ,第 二 
大 特征 值 为 1. 133, 占 总 方差 的 18.887%; 头 两 个 主 成 分 的 特征 值 累积 占 了 总 方差 的 
81. 142 狗 .后面 的 特征 值 的 贡献 越 来 越 少 . 这 也 可 从 SPSS 画 的 所 谓 碎 石 图 (图 8. 5) 看 出 , 头 
两 个 特征 值 的 确 占 了 特征 值 总 和 的 绝 大 部 分 . 因此 , 选 头 两 个 主 成 分 就 可 以 了 . 


Scree Plot 


Component Number 
图 8.5 学 生成 绩 六 个 成 分 的 特征 值 的 点 图 ( 碎 石 图 ) 
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图 8.6 头 两 个 主 成 分 的 载荷 图 ,显示 了 数学 .物理 ,化 学 .语文 .历史 、 外 语 几 个 变量 和 这 两 个 主 成 分 的 线性 
相关 关系 . 
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接 下 来 的 问题 是 怎么 解释 这 两 个 主 成 分 .前面 说 过 主 成 分 是 原 数据 六 个 变量 的 线性 组 合 . 
是 怎么 样 的 组 合 呢 ?SPSS 可 以 输出 表 8. 5(Component Matrix). 
表 8.5 Component Matrie 


Component 
6 和 2 3 4 5 

math = .353 一 .040 .468 .021 .068 

phys 一 .674 .531 一 .454 一 .240 一 。001 一 .006 
chem 一 .675 .513 .499 一 ,181 .002 .003 
literat .893 .306 一 .004 一 .037 .077 .320 
history .825 .435 .002 .079 一 .342 一 .083 
english .836 .425 .000 .074 .276 sc 


Extraction Method:Principal Component Analysis. 


a. 6 components extracted. 


这 里 每 一 列 " 代 表 一 个 主 成 分 作为 原来 变量 线性 组 合 的 系数 (比例 ). 比如 第 一 主 成 分 为 数学 、 
物理 ,化 学 .语文 \ 历 史 ,. 英 语 这 六 个 变量 的 线性 组 合 , 系 数 ( 比 例 ) 为 一 0.806, 一 0.674, 一 
0. 675，0. 893，0. 825，0. 836. 如 果 用 zi ，zz ，za，zi，xzs，xzs 表示 原先 的 六 个 变量 ,而 用 y% ， 
yz，Ys，Y4，ys， ys 表示 新 的 主 成 分 ,那么 ,第 一 和 第 二 主 成 分 y 和 > 为 : 

入 一 一 0. 806zx1 一 0. 674z; — 0. 675z 十 0. 893z, + 0. 825zs + 0. 836zxi， 

yz = 0.353zx1 十 0.531z; 十 0. 513zs 十 0.306z, 十 0. 435zs 十 0. 425z6. 
这 些 系数 称 为 主 成 分 载荷 (loading), 它 表 示 主 成 分 和 原先 各 变量 的 线性 相关 系数 . 比如 上 面 
第 一 主 成 分 yl 表示 式 中 zl 的 系数 为 一 0. 806 ,这 就 是 说 第 一 主 成 分 和 数学 变量 zl 的 相关 系 
数 为 一 0. 806. 相关 系数 (绝对 值 ) 越 大 , 主 成 分 对 该 变量 的 代表 性 也 越 大 . 可 以 看 得 出 ,第 一 主 
成 分 对 各 个 变量 解释 得 都 很 充分 . 而 最 后 的 几 个 主 成 分 和 原先 的 变量 就 不 那么 相关 了 . 根据 上 
面 的 公式 ,可 以 对 每 个 学 生根 据 各 科 成 绩 ( 那 六 个 原始 变量 的 值 ) 算出 其 主 成 分 y>1 和 y2 的 值 . 


@ ”这 里 的 列 向 量 分 别 是 数据 相关 阵 的 各 个 特征 值 所 相应 的 特征 向 量 (eigenvector). 这 里 的 向 量 不 是 单位 向 量 , 而 是 单 
位 特征 向 量 乘 以 相应 特征 值 的 平方 根 ( 称 为 载荷 ). 载荷 为 对 应 的 主 成 分 和 原先 变量 的 相关 系数 . 有 些 文献 (及 软件 ) 就 用 原 
始 的 单位 特征 向 量 的 元 素 作 为 相应 的 主 成 分 系数 ,结果 的 主 成 分 和 这 里 的 差 一 个 大 小 等 于 相应 特征 值 平方 根 的 因子 . 这 种 
区 别 对 于 我 们 的 分 析 不 会 造成 本 质 上 的 不 同 . 
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这 样 就 可 以 按照 这 些 主 成 分 的 大 小 对 学 生 学 习 状况 进行 分 析 , 并 利用 主 成 分 的 意义 来 解释 . 
为 了 更 直观 地 解释 主 成 分 所 代表 的 意义 ,还 能 够 把 第 一 和 第 二 主 成 分 的 载荷 点 出 一 个 二 
维 图 以 直观 地 显示 它们 如 何 解释 原来 的 变量 的 . 这 个 图 叫做 载荷 图 (loading plot, 图 8. 6). 该 
图 左面 三 个 点 是 数学 、 物 理 、 化 学 三 科 ; 它 们 的 坐标 分 别 就 是 上 面 表 中 头 两 列 的 前 三 对 : (一 
0. 806,0. 353) (一 0. 674,0. 531) (一 0. 675,0. 513). 而 右边 三 个 点 是 语文 历史、 外语 三 科 . 它 


,已 
们 的 坐标 分 别 就 是 上 面 表 中 头 两 列 的 后 三 对 : (0. 893,0. 306) 、(0. 825 ,0. 435) 、(0. 836， 
0. 425), 图 中 的 六 个 点 由 于 比较 挤 , 不 易 分 清 , 从 它们 的 上 述 坐标 来 识别 ,还 是 明显 的 . 

从 图 8. 6 可 以 看 出 ,第 一 主 成 分 既 充 分 解释 了 数学 物理、 化 学 三 科 , 也 充分 解释 了 语文 、 
历史 、 外 语 三 科 ; 但 这 文理 两 科 符号 相反 . 这 也 许 是 由 于 这 两 种 科目 的 性 质 不 同 . 因此 ,用 第 一 
主 成 分 可 以 识别 出 偏 于 理科 ( 负 方 向 很 大 ) 或 偏 于 文科 (正方 向 很 大 ) 的 学 生 . 而 第 二 主 成 分 则 
大 体 上 正面 地 体现 了 所 有 6 科 的 成 绩 . 这 样 , 头 两 个 主 成 分 就 把 六 个 变量 以 两 种 不 同 的 方式 来 
代表 了 . 


8.5 ”因子 分 析 


因子 分 析 实 际 上 是 主 成 分 分 析 的 推广 ,与 主 成 分 分 析 的 目的 一 致 ,但 分 析 更 精密 、 结 果 更 
有 人 解释 性 . 主 成 分 分 析 从 原则 上 是 有 几 个 变量 ,就 有 几 个 主 成 分 . 而 因子 分 析 起 源 于 心理 度量 
学 ,是 事先 确定 要 找 几 个 成 分 (component) ,也 称 为 因子 (factor) (从 数学 模型 本 身 来 说 是 事先 
确定 因子 个 数 ; 但 统计 软件 或 者 事先 确定 因子 个 数 , 或 者 把 符合 按 某 些 标准 的 因子 都 选 入 ). 变 
量 和 因子 个 数 的 不 一 致使 得 不 仅 在 数学 模型 上 ,而且 在 计算 方法 上 ,因子 分 析 和 主 成 分 分 析 有 
不 少 区 别 . 因子 分 析 的 计算 要 复杂 一 些 . 根据 因子 分 析 模型 的 特点 , 它 还 多 一 道 工序 :因子 旋转 
(factor rotation); 这 个 步骤 可 以 使 结果 更 加 使 人 满意 . 当然 ,对 于 计算 机 来 说 ,因子 分 析 并 不 
比 主 成 分 分 析 多 费 多 少时 间 ( 可 能 多 一 两 个 选项 罢了 ). 和 主 成 分 分 析 类 似 , 也 根据 相应 特征 值 
大 小 来 选择 因子 ,也 有 直观 点 碎 石 图 ;选择 因子 的 标准 也 类 似 . 在 输出 的 结果 中 ,因子 分 析 也 有 
因子 载荷 (factor loading) 的 概念 ,代表 了 因子 和 原先 变量 的 相关 系数 . 它 也 给 出 了 二 维 载荷 
图 ;其 解释 和 主 成 分 分 析 的 载荷 图 类 似 . 

例 3。 以 例 2 的 student. sav 为 例 来 看 如 何 得 到 因子 分 析 的 结果 . 从 SPSS 的 输出 ,得 到 表 
8.6 用 因子 (成 分 )f 和 f; 来 表示 原来 变量 的 关系 : 
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表 8.6 Rotated Component Matrix 


Component 

1 2 
math 3 .7907 
phys = .841 
chem —. 184 .827 
literat .879 一 . 343 
history .911 —. 201 
english .913 = R16 


Extraction Method: Principal Component Analysis. 
Rotation Method: Varimax with Kaiser Nornalization 
a. Rotation converged in 3 iterations. 


这 个 表 说 明 六 个 变量 和 因子 的 关系 . 为 简单 记 , 我 们 用 zi ,zx; ,x3 ,Xz, ,Zs ,zs 来 表示 math( 数 
学 ) ,phys( 物 理 ) ,chem( 化 学 ) ,chinese( 语 文 ) ,history( 历 史 ) ,english( 英 语 ) 等 变量 . 这 样 因子 
用 1 和 f2 与 这 些 原 变量 之 间 的 关系 是 (注意 ,和 主 成 分 分 析 不 同 ,这 里 把 成 分 (因子 ) 写 在 方程 
的 右边 ,把 原 变 量 写 在 左边 ;但 相应 的 系数 还 是 主 成 分 和 各 个 变量 的 线性 相关 系数 ,也 称 为 因 
子 载荷 ): 

zi =— 0. 387f' + 0.790f2; 

za =— 0.172f, +0. 841/,; 

zi =— 0. 184f' + 0. 827/; 

zt = 0.879f, — 0. 343f,; 

zs = 0.911f1 —0. 201f,; 

zs = 0.913f1 — 0. 216f,. 
这 里 ,第 一 个 因子 主要 和 语文 历史 、 英 语 三 科 有 很 强 的 正 相 关 , 相关 系数 分 别 为 0. 879， 
0. 911,0. 915; 而 第 二 个 因子 主要 和 数学 、 物 理 、 化 学 三 科 有 很 强 的 正 相 关 相 关系 数 分 别 为 
0.790,0. 841,0. 827. 因此 可 以 给 第 一 个 因子 起 名 为 “文科 因子 ”, 而 给 第 二 个 因子 起 名 为 “理科 
因子 ”. 从 这 个 例子 可 以 看 出 ,因子 分 析 的 结果 比 主 成 分 分 析 解 释 性 更 强 . 它 把 不 同性 质 的 变量 
区 分 得 更 清楚 . 这 里 的 系数 所 形成 的 散 点 图 (在 SPSS 中 也 称 载荷 图 ,loading plot) 直观 地 反映 
了 这 个 特点 (图 8.7), 显示 了 数学 (math)、 物理 (phys)、 化 学 (chem)、 语 文 (literat)、 历史 
(history)、 外 语 (english) 几 个 变量 和 这 两 个 因子 的 线性 相关 关系 . 

从 图 8.7 可 以 直观 看 出 每 个 因子 代表 了 一 类 学 科 , 泾 渭 分 明 . 和 该 数据 的 主 成 分 分 析 结果 

进行 比较 ,可 以 看 出 两 种 分 析 方法 的 区 别 . 
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图 8.7 例 中 的 头 两 个 因子 载荷 图 


而 另 一 个 输出 的 表 8. 7 给 出 了 因子 fl 和 f2 如 何 用 原来 变量 来 表示 
表 8.7 Component Score Coefficient Matrix 


Component 

1 2 
math .036 .377 
phys .165 .474 
chem .155 .462 
literat .357 .052 
history .417 .151 
english .413 .142 


Extraction Method:Principal Component Analysis. 
Rotation Method: Varimax with Kaiser Normalization 


Component Scores 


根据 表 8.7, 第 一 和 第 二 主因 子 ( 习 惯 上 用 字母 f 来 表示 因子 ) 可 以 按照 如 下 公式 计算 ,该 函数 
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称 为 因子 得 分 (factor score). 

fi ==0.036zl 十 0. 165z* 十 0. 155zs 十 0. 357z4 十 0. 417zs 十 0.413xe， 

f: = 0.377zi 十 0.474zz 十 0. 462zs 十 0.052z: 十 0. 151zs 十 0. 142zxe. 
我 们 可 以 根据 上 面 的 公式 ,算出 每 个 学 生 的 第 一 个 因子 和 第 二 个 因子 的 因子 得 分 六 和 户 的 大 
小 .人 们 可 以 根据 这 两 套 因子 得 分 对 学 生 分 别 按照 文科 和 理科 排序 . 从 对 这 些 学 生 的 因子 得 分 
的 点 图 (图 8. 8) 可 以 看 出 ,第 一 个 因子 得 分 最 高 的 是 第 96 号 学 生 ,最 低 的 为 第 80 号 学 生 ,而 第 
二 个 因子 得 分 最 高 的 是 第 86 号 学 生 (其 第 一 因子 是 倒数 第 3 位 ), 最 低 的 是 第 93 号 (但 其 第 一 
因子 得 分 是 第 4 位 ). 这 说 明 这 些 学 生 有 些 偏 科 . 当然 得 到 因子 得 分 只 是 SPSS 软件 的 一 个 选 
项 . 
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Factor 1 


图 8.8 例 中 的 100 个 学 生 的 头 两 个 因子 得 分 图 
(其 中 有 些 突 出 的 点 标 出 了 观测 值 号 ) 


8.6 ” 聚 类 分 析 


聚 类 分 析 (cluster analysis) 就 是 把 对 象 分 类 ,有 R 型 聚 类 和 Q 型 聚 类 . R 型 聚 类 :按照 观 
测 值 ( 行 ) 对 变量 (指标 ) 进行 分 类 (相当 于 对 数据 中 的 列 分 类 ),Q 型 聚 类 :按照 变量 ( 列 ) 对 观 
测 值 ( 事 件 ,样品 ) 来 分 类 (相当 于 对 数据 中 的 行 分 类 ). 聚 类 是 基于 距离 这 个 概念 的 :首先 要 定 
义 两 点 之 间 的 距离 , 再 根据 点 之 间 的 距离 定义 类 间距 离 . 常用 的 点 间距 离 有 欧 氏 距离 
(Euclidean distance) ,平方 欧 氏 距离 (squared Euclidean distance) .Chebychev 距离 .Minkovski 
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距离 .绝对 距离 (Block 或 absolute distance)、 夹 角 余 弦 (cosine). Pearson 相关 系数 等 等 ;其 中 来 
角 余 弦 和 相关 系数 称 为 相似 系数 ;而 常用 的 类 间距 离 定义 包括 最 短 距离 法 、 最 长 距离 法 .重心 
法 、 类 平均 法 、 离 差 平方 和 法 、 中 间距 离 法 、 可 变 平均 法 、 可 变法 等 等 . 在 计算 时 ,各 种 点 间距 离 
和 类 间距 离 的 选择 是 通过 统计 软件 的 选项 实现 的 ,不 同 的 选择 的 结果 会 不 同 , 但 一 般 不 会 相差 
太 多 . 聚 类 结果 主要 受 所 选择 的 变量 影响 ,如 果 去 掉 一 些 变量 ,或 者 增加 一 些 变量 ,结果 会 很 不 
同 . 相 比 之 下 , 聚 类 方法 的 选择 则 不 那么 重要 了 . 

例 4. 数据 (drink. sav) 收集 了 16 种 饮料 的 四 个 变量 的 值 见 表 8. 8. 


表 8.8 
亿 料 | “热量 | 咖啡 因 | 的 价格 | 饮料 | 热量 | 咖啡 因 | 多 价格 
(calorie) (caf feine) (wdium) | (price) (calorie) (caf feine) (sodium) (price) 
1 207. 20 3.30 15. 50 2. 80 9 95. 90 .00 8.50 1.30 
2 36. 80 5. 90 12. 90 3. 30 10 199. 00 .00 10. 60 3. 50 
3 72. 20 7. 30 8. 20 2. 40 11 49. 80 8.00 6.30 3.70 
4 36.70 -40 10.50 4.00 12 16.60 4.70 6.30 1.50 
5 121.70 4.10 9. 20 3. 50 13 38. 50 3.70 7.70 2.00 
| 6 89. 10 4.00 10.20 3.30 14 :00 4. 20 13. 10 2. 20 
| 党 146. 70 4.30 9.70 1.80 15 118. 80 4.70 7.20 4.10 
8 57.60 2.20 13.60 2.10 16 107.00 -00 8. 30 4. 20 


如 果 按 照 这 四 个 指标 的 任何 一 项 来 分 类 , 则 很 简单 :只 要 把 该 指标 相近 的 品牌 放 到 一 起 就 行 
了 . 如 何 同时 根据 这 四 个 指标 来 聚 类 呢 ? 其 想法 也 类 似 ; 就 是 把 距离 近 的 放 到 一 起 . 这 里 介绍 两 
个 简单 的 方法 . 

(1) 一 均值 聚 类 :也 叫 快速 聚 类 (quick cluster) , 先 确定 把 观测 值 分 成 多 少 类 (假定 上 类 )， 
然后 以 个 点 为 “种 子 ”, 根 据 到 这 个“ 种子” 的 距离 远近 ,把 所 有 点 分 成 类 ;再 以 这 上 类 的 
个 均值 为 新 的 “种 子 ”, 根 据 到 这 上 个 新 “种 子 ” 的 距离 远近 ,再 一 次 把 所 有 点 分 成 新 的 类 ,如 
此 下 去 ,直到 收敛 (每 类 中 的 成 员 稳定 ,没有 变化 ) ,得 到 最 终 的 类. 

在 SPSS 中 打开 数据 集 drink. sav, 选择 Analyze-Classify-K-Menas Cluster, 然后 把 
calorie .caffeine .sodium price 选 入 Variables, 在 Number of Clusters 处 选择 3( 想 要 分 的 类 
数 ),( 根 据 需 要 , 选 Save, 再 选 Cluster Membership 等 ,还 可 以 输出 每 类 具体 是 哪些 点 :第 一 类 
为 饮料 1.10; 第 二 类 为 饮料 2.4、8、11、12、13、14; 第 三 类 为 剩 下 的 饮料 3.5.6.7.9.15、.16. ) 得 
最 后 三 类 的 中 心 ( 在 四 维 空间 中 的 坐标 ) 以 及 每 类 有 多 少 点 ,其 办 输出 结果 见 表 8. 9 和 表 8. 10: 


表 8.9 Final Cluster Centers( 最 终 的 类 中 心 ) 


Component 
1 2 3 
calorie 203. 10 33.71 107. 34 
caffeine 1.65 4.16 3.49 
sodium 13.05 10.06 8.76 
price 3.15 2.69 2.94 


表 8.10 Number of Cases in each Cluster( 每 类 的 成 员 数 目 ) 


Cluster 
1 2 3 Valid Missing 
2 7 7 16 0 


注意 4 一 均值 聚 类 只 能 做 Q 型 聚 类 ,如 要 做 R 型 聚 类 ,需要 把 数据 阵 进行 转 置 . 

(2) 分 层 聚 类 (hierarchical cluster) 或 称 系统 聚 类 :开始 时 ,把 每 个 点 看 作 一 类 ,有 上 个 点 
就 分 成 上 类 .第 一 步 先 把 距离 最 近 的 两 类 (点 ) 合并 成 一 类 ,这 样 , 原 来 的 类 缩 成 &-1 类 ;再 将 
这 人 1 类 中 的 距离 最 近 的 两 类 合并 成 一 类 ,…… ,每 次 都 少 一 类 ,直到 最 后 只 有 一 大 类 为 止 . 显 
然 , 越 是 后 来 合并 的 类 ,距离 就 越 远 . 最 后 可 根据 需要 , 画 出 分 类 结果 的 树 形 图 . 

在 SPSS 中 打开 数据 集 drink. sav, 选 择 Analyze 一 Classify 一 Hierarchical Cluster, 然后 把 
calorie( 热 量 ) .caffeine( 咖 啡 因 ) sodium( 钠 ) .price( 价 格 ) 选 入 Variables， 在 Cluster 选 
Cases( 这 是 Q 型 聚 类 :对 观测 值 聚 类 ) ,如 果 要 对 变量 聚 类 (R 型 聚 类 ) 则 选 Variables, 为 了 画 
出 树 形 图 , 选 Plots, 再 点 Dendrogram 等 . 在 Method 上 可 以 选择 如 何 定 义 点 间距 离 ( 在 
Measure 中 ,按照 数据 形式 :Interval( 连 续 变 量 )、Count( 计 数 ) ,Binary( 二 元 变量 ) 来 选择 距离 
度量 方式 ) 和 如 何 定 义 类 间距 离 ( 在 Cluster method 上 选 ); 还 可 以 选择 是 否 要 变换 或 标准 化 和 
如 何 进行 (在 Tansform Values 和 Tansform Measures 选择 ). 本 例 中 的 树 形 图 (图 8. 9) 是 用 标 
准 化 后 的 数据 做 的 ( 选 Z scores). 从 树 形 图 可 以 看 出 :如 果 要 分 成 两 类 , 则 得 到 饮料 1 为 一 类 ， 
其 他 为 另 一 类 ;如 果 要 分 成 三 类 , 则 得 到 饮料 1 为 一 类 ,饮料 10、16、4、 为 一 类 ,而 余下 的 饮料 为 
第 三 类 . 
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Case16 16 
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Case 1 


图 8.9 树 形 图 


这 个 和 ^ 一 均值 聚 类 的 结果 不 一 样 ,这 是 因为 我 们 这 里 把 数据 标准 化 了 (标准 化 主要 用 于 
各 变量 量 纲 不 同 的 情况 . SPSS 的 & 一 均值 聚 类 方法 没有 标准 化 或 变换 的 选项 . 但 是 在 进行 处 
理 之 前 ,可 以 把 原始 数据 做 变换 ,再 用 变换 后 的 数据 进行 聚 类 . ). 如 果 不 进行 标准 化 ,结果 就 和 
一 均值 聚 类 的 结果 类 似 了 (本 例 是 完全 一 样 ). 在 计算 机 输出 中 还 会 显示 具体 每 一 步 合 并 的 过 
程 和 每 次 合并 的 两 类 的 距离 等 等 . 


8.7 ”把 对 象 归 到 已 知 的 类 中 :判别 分 析 


在 医院 ,医生 常 对 前 来 求治 的 病人 进行 诊断 化 验 、 得 到 一 系列 生理 指标 :体温 、 血 压 、X 光 
透视 结果 等 等 ,然后 根据 这 些 结果 来 判别 病人 是 生 了 哪 一 种 病 : 感 冒 、 肺 炎 …… ?显然 ,感冒 、 
肺炎 等 的 特有 症状 是 确定 的 . 对 判别 分 析 中 ,至少 有 一 个 已 经 明确 知道 类 别 的 “训练 样本 ”, 用 
以 建立 判别 准则 ,并 通过 预测 变量 对 未 知 类 别 的 观测 值 进行 判别 . 判别 分 析 也 是 利用 距离 远近 
把 对 象 归 类 的 . 

例 5. (数据 disc. sav) 某 专家 编 出 一 套 打分 体系 来 描绘 企业 的 状况 . 该 体系 对 每 个 企业 的 
一 些 指标 (变量 ) 进行 评分 . 这 些 指标 包括 :企业 规模 (is)、 服 务 (se) .雇员 工资 比例 (sa) 利润 
增长 (prr) ,市场 份额 (ms) ,市 场 份额 增长 (msr) 、 流 动 资金 比例 (cp) .资金 周转 速度 (cs) 等 . 另 
外 ,有 一 些 企业 已 经 被 某 杂 志 划 分 为 上 升 企 业 、 稳 定 企 业 和 下 降 企 业 . 我 们 希望 根据 这 些 企业 
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的 上 述 变量 的 打分 和 它们 已 知 的 类 别 (gr = 1 代表 上 升 ,gr = 2 代表 稳定 ,gr = 3 代表 下 降 ) 找 
出 一 个 分 类 标准 ;为 的 是 对 没有 被 该 刊物 分 类 的 企业 进行 分 类 . 该 数据 有 90 个 企业 (90 个 观测 
值 ) ,其 中 30 个 属于 上 升 型 ,30 个 属于 稳定 型 ,30 个 属于 下 降 型 . 这 个 已 知 类 别 的 数据 就 称 为 一 
个 “训练 样本 ”, 参 见 表 8. 11. 


表 8.11 disc. sav 数据 节选 


-| 


14.4 | 61.8 | 15.4 | 47.5 


2 
| 
1. 根据 距离 判别 的 思想 (不 用 投影 ) 


数据 集中 ,gr 是 类 别 ,余下 8 个 是 用 来 建立 判别 标准 (或 判别 函数 ) 的 (预测 ) 变量 , 每 一 个 
企业 的 得 分 是 这 8 个 变量 所 构成 的 8 维 空间 中 是 一 个 点 . 这 个 数据 有 90 个 点 ,由 于 已 经 知道 所 
有 点 的 类 别 了 , 故 可 求 得 每 个 类 的 中 心 . 这 样 ,只 要 定义 了 距离 (通常 使 用 Mahalanobis 距离 ， 
也 即 马 氏 距离 . ) ,就 可 计算 出 任何 给 定 的 点 (企业 ) 到 这 三 个 类 的 中 心 的 三 个 距离 . 显然 ,最 简 
单 的 办 法 就 是 离 哪 个 中 心 距离 最 近 ,就 属于 哪 一 类 . 用 来 比较 到 各 个 中 心 距离 的 数学 函数 称 为 
判别 函数 (discriminant function). 


2. Fisher 判别 法 (先进 行 投影 的 根据 距离 的 判别 ) 


Fisher 判别 法 ,是 一 种 先 投影 ,把 高 维 空间 中 的 点 向 低 维 空间 进行 投影 的 方法 . 假定 数据 
中 只 有 两 个 (预测 ) 变量 . 于 是 ,数据 中 的 每 个 观测 值 是 二 维 空间 的 一 个 点 (图 8. 10). 再 假定 只 
有 两 种 已 知 类 型 的 训练 样本 :一 类 有 38 个 点 (用 “o” 表示 ), 另 一 类 有 44 个 点 (用 “* ”表示 ). 按 
照 原来 的 变量 ( 横 坐 标 和 纵 坐 标 ) ,很 难 将 这 两 种 点 分 开 . 寻找 一 个 方向 进行 投影 ,可 以 看 出 沿 
着 图 上 的 虚线 方向 ,向 同 它 垂直 的 一 条 直线 进行 投影 :这 些 点 在 该 直线 上 的 投影 形成 一 维 空间 
点 的 集合 , 则 很 容易 分 开 ; 而 如 果 向 其 他 方向 投影 ,判别 效果 不 会 比 这 个 好 . 有 了 投影 之 后 ,再 
用 前 面 讲 到 的 距离 远近 的 方法 来 得 到 判别 准则 . 这 种 首先 进行 投影 的 判别 方法 就 是 Fisher 判 
别 法 . 一 般 来 说 ,如 果 有 很 多 变量 和 很 多 类 ,Fisher 判别 法 的 原理 就 是 找到 这 样 的 投影 ,使 得 各 
类 之 间 分 得 越 清 楚 越 好 ,而 各 类 内 部 各 点 则 越 紧 密 越 好 . 每 一 个 投影 相应 于 一 个 函数 , 称 为 判 
别 函 数 . 


46.4 | 82.5 | 19.5 | 13.1 


6 
图 8.10 只 有 两 个 变量 及 两 个 类 型 的 训练 样本 的 Fisher 判别 法 的 投影 图 


Canonical Discriminant Functions 
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图 8.11 两 个 典 则 判别 函数 导出 的 90 个 企业 的 二 维 点 图 . 较 大 的 方块 符号 代表 各 类 的 中 心 . 


3. 逐步 判别 法 (仅仅 是 在 前 面 的 方法 中 加 入 变量 选择 的 功能 ) 


有 时 ,一 些 变量 对 于 判别 并 没有 什么 作用 ,为 了 得 到 对 判别 最 合适 的 变量 ,可 以 使 用 逐步 
判别 . 也 就 是 , 先 用 少数 变量 进行 判别 ;然后 一 边 判别 ,一 边 引 进 判 别 能 力 最 强 的 变量 ,这 个 过 
程 可 以 有 进 有 出 . 一 个 变量 的 判别 能 力 的 判断 方法 有 很 多 种 ; 主要 利用 各 种 检验 ,例如 Wilks” 
Lambda.Rao’s V.The Squared Mahalanobis Distance.Smallest F ratio 或 The Sum of 
Unexplained Variations 等 检验 . 这 些 不 同方 法 可 由 统计 软件 的 各 种 选项 来 实现 . 


在 SPSS 中 打开 disc. sav, 然后 点 击 Analyze 一 Classify 一 Discriminant, 然后 把 gr 放 入 
Grouping Variable, 再 定义 gr 的 范围 , 即 在 Define Range 输入 1 一 3 的 范围 . 然后 在 
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Independents 输入 所 有 想 用 的 变量 ; 但 如 果 要 用 逐步 判别 , 则 不 选 Enter independents 
together, 而 选择 Use stepwise method, 再 在 方法 (Method) 中 选 挑选 变量 的 准则 (检验 方法 ; 
默认 值 为 Wilks' Lambda). 为 了 输出 Fisher 分 类 函数 的 结果 可 以 在 Statistics 中 的 Function 
Coefficient 选 Fisher 和 Unstandardized, 在 Matrices 中 选择 输出 所 需要 的 相关 阵 ; 还 可 以 在 
Classify 中 的 Display 选 summary table, Leave 一 one-out classification; 注 意 在 Classify 选项 中 
默认 的 Prior Probability 为 All groups equal 表示 所 有 的 类 都 平等 对 待 , 而 另 一 个 选项 为 
Compute from group sizes, 即 按照 类 的 大 小 加 权 . 在 Plots 可 选 Combined-groups，Territorial 
map 等 . 

利用 SPSS 软件 的 逐步 判别 法 淘汰 了 不 显著 的 流动 资金 比例 (cp), 还 剩 下 七 个 变量 , 用 
ziyza，zi，ziyzi，zs，Zz1 分 别 表示 变量 is,se,sa,prr,ms,msr,cs, 得 到 两 个 典 则 判别 函数 
(Canonical Discriminant Function Coefficients) : 
一 一 3.166 + 0.035z1 十 3. 283z; 十 0. 037z 一 0. 007zx, 十 0. 068zs 一 0.023ze 一 0. 385z7 » 
F, =— 4. 384 十 0. 005zi 十 0.567zs 十 0. 041zs 十 0. 012z, 十 0. 048zs 十 0. 044zs 一 0. 159zy， 

这 两 个 函数 实际 上 给 出 了 在 Fisher 判别 法 中 ,将 7 维 空间 的 一 个 点 向 两 个 方向 投影 后 在 
新 的 二 维 空间 中 的 坐标 . 它们 的 系数 是 表 8. 12 所 示 SPSS 输出 得 到 的 : 

” 表 8.12 Canonical Discriminant Function Coeffice 


Function 
2 
i .035 .005 
Se 3.283 .567 
sa .037 .041 
prr 一 . 007 .012 
ms —. 068 .048 


根据 这 两 个 函数 ,从 任何 一 个 观测 值 (每 个 观测 值 都 有 7 个 变量 值 ) 都 可 以 算出 两 个 数 . 把 每 个 
观测 值 从 Fl 和 F 函数 算出 的 两 个 数目 当成 该 观测 值 的 新 坐标 ;这 样 数据 中 的 90 个 观测 值 就 
形成 二 维 平面 上 的 90 个 点 (图 8. 11). 


从 图 8. 11 可 以 看 出 ,第 一 个 投影 (相应 于 来 自 于 第 一 个 典 则 判别 函数 横 坐标 值 ) 已 经 能 够 
很 好 地 分 辨 出 三 个 企业 类 型 了 . 因此 ,这 两 个 典 则 判别 函数 并 不 是 平等 的 . SPSS 的 一 个 输出 
( 见 表 8. 13) 就 给 出 了 这 些 判别 函数 (投影 ) 的 重要 程度 : 
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表 8.13 Eigenvalues 


Canonical 

Function Eigenvalue  % of Variance Cumulative % - 
Correlation 

1 26. 673* 99.0 99.0 .982 

2 .262 1.0 100.0 .456 


a. First2 canonical discrinimant functions were used in the analysis. 


投影 的 重要 性 和 特征 值 的 贡献 率 有 关 . 该 表 说 明 第 一 个 函数 的 贡献 率 已 经 是 99% 了 ,而 第 二 
个 只 有 1%. 当然 ,我 们 还 是 画 出 二 维 图 ,因为 二 维 图 要 容易 看 一 些 . 投影 之 后 ,再 根据 各 点 的 
位 置 远近 算出 具体 的 判别 公式 (SPSS 输出 ) ,该 公式 由 一 张 分 类 函数 表 给 出 . 该 表 给 出 了 三 个 
线性 分 类 函数 的 系数 . 把 每 个 观测 点 带 人 三 个 函数 ,就 可 以 得 到 分 别 代表 三 类 的 三 个 值 ,以 此 
判别 属于 相应 的 哪 一 类 . 当然 ,用 不 着 自己 去 算 ,计算 机 软件 的 选项 可 以 把 这 些 训练 数据 的 每 
一 个 点 按照 这 里 的 分 类 法 分 到 某 一 类 . 表 8. 14 就 是 这 个 线性 分 类 函数 的 系数 表 . 

表 8. 14 Classification Function Coefficients 


group 
1.00 2.00 3.00 
is .118 .338 .554 
se .770 21.329 41.616 
sa .345 .542 .811 
prr .0869 .029 一 . 001 
ms .355 .743 1.203 
msr .368 .173 .081 
cs 7.531 5.220 2.742 
(Constant) 一 57.521 一 53.704 一 96.084 


Fisher slinear discriminant functions 


因为 我 们 一 开始 就 知道 这 些 训练 数据 的 各 个 观测 值 的 归属 ,所 以 可 以 判断 这 里 的 分 类 函数 对 
它们 正确 分 类 的 比例 . 一 般 来 说 ,根据 我 们 推导 出 的 分 类 函数 来 分 类 ,即使 是 对 训练 样本 的 这 
些 观测 值 , 也 不 一 定 总 能 够 保证 全 都 被 正确 划分 . 


第 8 章 统计 计算 
235 


8.8 ”两 组 变量 之 间 的 相关 :典型 相关 分 析 


典型 相关 分 析 (canonical correlation analysis) 就 是 为 人 们 感 兴趣 的 两 组 变量 各 找到 一 个 
(或 多 个 ) 有 综合 意义 的 代表 变量 (典型 变量 ) ,而 一 组 变量 最 简单 的 综合 形式 就 是 该 组 变量 的 
线性 组 合 . 由 于 一 组 变量 可 以 有 无 数 种 线性 组 合 ,因此 必须 找到 既 有 意义 又 可 以 确定 的 线性 组 
合 . 典型 相关 分 析 就 是 要 找到 这 两 组 变量 线性 组 合 的 系数 使 得 这 两 个 由 线性 组 合生 成 的 变量 
(和 其 他 线性 组 合 相 比 ) 之 间 的 相关 系数 最 大 . 所 涉及 的 数学 工具 主要 的 还 是 矩阵 的 特征 值 和 
特征 向 量 问题 . 特征 值 与 典型 相关 系数 有 直接 联系 . 由 于 特征 值 问题 的 特点 ,这 样 又 出 现 了 选 
择 多 少 组 典型 变量 的 问题 . 就 像 在 主 成 分 分 析 中 选 主 成 分 一 样 ,只 要 选择 特征 值 累积 总 贡献 占 
主要 部 分 的 那些 即 可 . 

例 6. (tv. sav) 业内 人 士 和 观众 对 于 一 些 电 视 节目 的 观点 有 什么 样 的 关系 呢 ? 表 8. 15 的 数 
据 (tv. sav) 是 不 同 的 人 群 对 30 个 电视 节目 所 作 的 平均 评分 . 观众 评分 来 自 低 学 历 (led) 、 高 学 
历 (hed) 和 网 络 (net) 调查 三 种 ,它们 形成 第 一 组 变量 ;而 业内 人 士 的 评分 来 自 包括 演员 和 导 
演 在 内 的 艺术 家 (arti) ,发 行 (com) 与 业内 各 部 门 主管 (man) 三 种 ,形成 第 二 组 变量 . 人 们 对 这 
样 两 组 变量 之 间 的 关系 感 兴趣 . 

表 8.15 业内 人 士 和 观众 对 30 部 电视 节目 的 平均 评分 

ri 


led hed net arti com man pr led hed net arti com man 
86 43 85 43 93 71 16 39 80 71 76 52 81 
99 74 99 78 99 89 17 65 5 53 11 67 41 
37 22 10 2 24 33 18 28 11 31 12 23 35 
5 19 56 13 11 38 19 50 32 68 23 49 58 
45 43 55 39 54 58 20 69 98 69 97 81 99 
21 32 21 34 35 32 21 55 99 78 97 60 90 
36 78 48 75 42 78 22 36 11 5 15 26 5 
69 31 85 32 70 52 23 77 18 61 27 68 54 
40 98 36 99 64 86 24 67 33 95 34 59 61 
26 14 40 8 25 21 25 45 87 46 85 67 80 
51 68 38 68 48 72 26 61 72 63 63 62 75 
63 86 79 87 76 95 27 41 63 74 55 50 76 
39 80 57 80 55 68 28 6 5 13 5 5 13 
78 40 72 42 75 58 29 28 53 35 51 31 59 
56 49 54 48 52 | 61 30 66 20 79 18 67 55 


selslslclslelels|alolelelv|-|s 


典型 相关 分 析 在 SPSS 中 ,不 能 用 点 鼠标 的 “傻瓜 ” 式 运 行 , 必 须 用 写 入 程序 行 来 运行 的 模型 . 
在 SPSS 中 打开 数据 tv. sav, 点 击 File 一 New 一 Syntax 打开 一 个 空白 文件 (默认 文件 名 为 
Syntaxl. sps) ,在 其 中 键入 下 面 命令 行 : 
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MANOVA led hed net WITH arti com man 


/DISCRIM ALL ALPHA(GI) 
/PRINT = SIG(EIGEN DIM). 


再 点 击 一 个 向 右 的 三 角形 图 标 (运行 当前 程序 ,Run current) ,就 可 以 得 到 所 需 结果 了 . 读者 不 
必要 再 去 研究 语法 的 细节 ,只 要 能 够 举一反三 ,套用 这 个 例子 的 程序 即 可 . 根据 SPSS 软件 的 
计算 ,很 容易 得 到 下 面 列 出 的 两 个 表格 表 表 8. 16, 表 8. 17. 

表 8. 16 为 判断 这 两 组 变量 相关 性 的 若干 检验 ,包括 Pillai 检验 ,Hotelling-Lawley 检验 ， 
Wilks 检验 和 Roy 的 最 大 根 检验 ;它们 都 是 有 两 个 自由 度 的 下 检验 . 该 表 给 出 了 每 个 检验 的 下 
值 ,两 个 自由 度 和 pp 一 值 ( 均 为 0.000, 看 来 都 显著 ,也 就 是 要 拒绝 它们 不 相关 的 零 假设 ). 


表 8.16 
Multivariate Tests of Significance (S = 3, M=—1/2,N=11) 
Test Name Value Approx F Hypoth. DF Error DF Sig. of F 
Pillais 2. 30495 28. 74054 9.00 78. 00 .000 
Hotellings 119. 44882 300. 83406 9. 00 68. 00 .000 
Wilks .00050 141. 58046 9.00 58. 56 .000 
Roys 108. 91116421 943. 8968 3 26 :000 


如 果 无 法 拒绝 它们 不 相关 的 零 假 设 ,就 没有 必要 做 进一步 的 典型 相关 分 析 了 . 

表 8.17 给 出 了 特征 根 (Eigenvalue) ,特征 根 所 占 的 百分比 (Pet) 、 累 积 百分比 (Cum. Pct) 、 
典型 相关 系数 (Canon Cor) 及 其 平方 (Sg. Cor). 看 来 , 头 两 对 典型 变量 (V, W) 的 累积 特征 根 
已 经 占 了 总 量 的 99. 427%%. 它们 的 典型 相关 系数 也 都 在 0. 95 之 上 . 注意 ,不 同 的 特征 根 的 大 小 
反映 了 对 (V，W) 的 相关 的 不 同 重要 程度 . 

表 8.17 


Eigenvalues and Canonical Correlations 


Root No. Eigenvalue 了 Pct Cum Pct Canon Cor Sq. Cor 
1 108. 911 91. 178 91. 178 .995 .991 
2 9. 854 8. 249 99. 427 “953 .908 
3 .684 .573 100. 000 :637 + 406 


从 该 表 可 以 看 出 ,(V,， Wo ) 的 典型 相关 系数 为 0. 995 ,而 (V: ，W:) 的 典型 相关 系数 为 0. 953. 
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表 8. 18 给 出 的 是 第 一 组 变量 相应 于 上 面 三 个 特征 根 的 三 个 典型 变量 Vi 、Vs 和 Vs 的 系 


数 , 称 为 典型 系数 (canonical coefficient). 
表 8.18 标准 化 的 系数 


Standardized canonical coefficients for DEPENDENT variables 


Function No. 


Variable 1 2 3 
LED .149 :786 一 1.212 
HED .977 一 .383 一 .160 
NET 一 .052 .312 1.467 


注意 ,SPSS 把 第 一 组 变量 称 为 因 变 量 (dependent variables), 而 把 第 二 组 称 为 协 变量 
(covariates) ;系数 以 两 种 方式 给 出 : 没有 标准 化 的 原始 变量 的 线性 组 合 的 典型 系数 (raw 
canonical coefficient) 和 标准 化 之 后 的 典型 系数 . 标准 化 的 典型 系数 直观 上 对 典型 变量 的 构成 
给 人 以 更 加 清楚 的 印象 . 
下 面 是 从 表 8. 18 中 可 以 得 到 的 第 一 组 变量 的 头 三 个 典型 变量 Vi 、V, 和 V 中 的 和 V;， 
的 表示 式 ( 对 于 标准 化 的 变量 led, hed 和 net): 
Vi = 0.149LED 十 0.977HED 一 0.052NET， 
V: = 0.786LED 一 0.383HED 十 0.312NET. 
可 以 看 出 , 头 一 个 典型 变量 w, 相应 于 前 面 第 一 个 (也 是 最 重要 的 ) 特征 值 ,主要 代表 高 学 
历 变 量 hed ;而 相应 于 前 面 第 二 个 (次 要 的 ) 特征 值 的 第 二 个 典型 变量 V, 主要 代表 低 学 历 变量 
led 和 部 分 的 网 民 变量 net, 但 高 学 历 变量 在 这 里 起 负面 作用 . 
类 似 地 ,也 可 以 得 到 被 称 为 协 变量 (covariate) 的 标准 化 的 第 二 组 变量 的 相应 于 头 三 个 特 
征 值 的 三 个 典型 变量 W,、W, 和 W, 的 系数 ( 见 表 8. 19) : 
表 8.19 


Standardized canonical coefficients for COVARIATES 


CAN. VAR. 

COVARIATE 1 2 3 
ARTI .858 一 .911 一 1.983 
COM .019 1.046 一 1.114 
MAN .145 -337 2. 833 


从 表 8. 19 可 以 得 到 (对 于 标准 化 的 变量 arti, com 和 man) 描述 第 二 组 变量 的 头 三 个 典型 变量 
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Wi、Ws 和 Ws 中 的 W, 和 W 的 表示 式 (作为 各 个 变量 的 线性 组 合 ): 
W, = 0.858ARTI 十 0.019COM 十 0. 145MAN, 
W, = 一 0.911ARTI 十 1.046COM 十 0. 337MAN. 
我 们 还 可 以 得 到 每 个 典型 变量 V 和 第 一 组 变量 的 相关 系数 ( 表 8. 20) : 
表 8.20 


Correlations between DEPENDENT and canonical variables 


Function No. 


Variable 1 2 3 
LED .333 “925 一 .185 
HED “993 一 .101 .057 
NET .383 .753 .535 


以 及 每 个 典型 变量 W 和 第 二 组 变量 的 相关 系数 表 8. 21: 
表 8.21 


Correlations between COVARIATES and canonical variables 


CAN. VAR. 

Covariate 1 2 3 
ARTI .997 一 .065 一 .043 
COM .571 .811 一 .126 
MAN .922 .274 :273 


从 表 8. 20 和 表 8. 21 中 可 以 看 出 ,V' 主要 和 变量 hed 相关 ,而 V; 主要 和 led 及 net 相关 ; 
Wi 主要 和 变量 arti 及 man 相关 ,而 W 主要 和 com 相关 ;这 和 它们 的 典型 系数 是 一 致 的 . 
例子 结果 的 解释 :由 于 V, 和 W, 最 相关 ,这 也 说 明 V, 所 代表 的 高 学 历 观 众 和 W, 所 主要 代表 的 
艺术 家 (arti) 及 各 部 门 经 理 (man) 观点 相关 . 由 于 V; 和 W, 也 很 相关 ,这 说 明 V: 所 代表 的 低 学 
历 (led) 及 以 年 轻 人 为 主 的 网 民 (net) 观众 和 Ws 所 主要 代表 的 看 重 经 济 效益 的 发 行人 (com) 


观点 相关 . 
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